Udeladelse af én observation

Notetil kapitlerne4, 509 6

| de felgende resultater 1 - 10 bevises en rakke resultater, der alle vedrarer udeladelse af én
observation. Derved bevises og uddybes en rakke resultater om standardiserede residualer og
diagnosticeringsstarrel ser i laarebogenskapitler 4,509 6. Der gadder i gvrigt tilsvarenderesul tater
ved udeladel se af flere observationer.

Antag at designmatricen X er delt pa falgende made

X(n)

Xn

X:

5

hvor X, er matricen bestéende af de n - 1 farste raskker i X mens x, er den nederste rakke.
Raekkevektoren x,, bestar altsd af vaadierne af de p forklarende variable for den n'te observation.

Resultat 1
Der gadder

Ty — T T
XX =Xy Xy + Xn X, -

Bevis
Resultatet falger umiddelbart, da

T

X
T T T
XX = [X(n) Xn]{ X(::) = X(n)X(n) + X, X

Resultat 2
1

-1 _ _ _
(X(Tx)x(m) = XTX7 + 1 X™X) "%, x, X"X)",



hvor

h., = X,(X™X)x,T
er n'te diagonalelement i hatmatricen

H=XX™X)XT.

Bevis
Multipliceres det postulerede udtryk for

(X(n)-rx(n))_1
fravenstre med
X(n)TX(n): XTX = XnTXn
fés
1+ —1  x"x X™X)! - x'x (XTX)"!
1 - nn
- T (XTX) ) x, (XTX)
1 -h,
=1.

Resultat 3

Udelades den n'te observation bliver M K -estimatet

A 1 1_TyH
B(n) = B - W(XTX) lxn en

(Dette er (5.1) i bogen for i = n. Bemaak at der i bogen mangler en hat over e).



Bevis
Af resultat 2 og af

o

fas

6 _ [T -1y T
Py = (X(mx(n)) XY m)

1
1 -h

nn

= |XTX)! + X™X) "y x, (XTX) ! x [XTy - x,y,]

= X)Xy - X"X) 'x,,

1 - - 1 . .
—— X X, X)Xy - (XX g x, XXy,

nn nn

| dette udtryk er farsteled = XXXy ogi desidstetreled kan (X"X)*x," sadtes uden for parentes
til venstre. | naestsidste led stér langst til hgire f = X™X X"y ogi sidsteled h,,, = x,(X™X) ™,
gangey,. Dermed bliver det samlede udtryk lig med

B - X™X)'x,ly, -

Ved til sidst at benytte

sammenholdt med definitionen af det n'teresidud, & =y, - X, , ses resultatet



Resultat 4
Om Cook's afstand gadder

5o B -B)'XXE - By _m

dvs. at (5.3) og (5.4) er ens.

Bevis
Venstresiden er ifglge (5.1) (resultat 3) lig med

1
ps’(l - h,)’

[(XTX)-lan e,

ifelge definitionen af det standardiserede residual r,.

Resultat 5
Der gadder

» h_
& x, (XX, ' -

h
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T(XTX)[(XTX)'IXE &
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Bevis
Ifalge resultat 2 og definitionen af h,,, gadder
X, (X(Tl) X(n)) B lan

- x XX L XTX) K x, (XX ]

1 -h,
P By
= P 1-h, 1-h,

Resultat 6
Der gadder

1
n-1

T 1. T - ~ T2 _ —_
X, (X X ) X, = & X)X Xq) L(x,- Xmyy >

hvor X, er veadien af de p - 1 forklarende variable i den n’te observation, hvori(n)(l) er

sgjlevekoren bestdende af gennemsnittene af de p -1 egentlige forklarende variable beregnet uden

T

anvendelse af den n’te observation, og hvor (p- 1) x (p - 1) matricen (X(n)

X)) ' erdeninverse

af “den empiriske kovariansmatrix” for de egentlige forklarende variable beregnet uden
anvendelse af den n’te observation (panaa en faktor n - 1).

Udtrykket (1) i resultat 5 udtrykker dermed afstanden mellem den n‘te observation af de
forklarende variable og gennemsnittet af deforklarendevariablefor degvrigen - 1 observationer.
Afstanden males med den inverse empiriske kovariansmatrix, somi et Wald test - ogsa beregnet
uden anvendelse af den n'te observation. Derfor maler (1) udelukkende, hvor atypisk den n-te
observation af de forklarende variable er i forhold til de gvrige n - 1 vaardier af de forklarende
variable.

Bevis



Beviset ligger meget tagt op af beviset i noteform for laaebogens formel (4.9).

Betragt blokinddelingen af (X,"X,)
_ T
n-1 1 X(n)(l)

X! X
® x' 1 xF X
(n)(1) (n)(1)

m -
(n)(1)

hvor X . € den(n- 1) x (p- 1) dimensionae designmatrix for den - 1 farste observationer uden
den farste sgjle af et-taller. Denne matrix skal inverteres og den inverse er pa blokform

(XTX )_1 G, Gy
@@/ T | AT
G12 G22

De enkelte blokke i den inverse matrix beregnes ved hjadp af formel (A5.1) side 304, idet der
gadder

=T
F = X@qa

0g
E - gXe)"
jf. noten om beviset for laarebogens formel (4.9).

Der gadder

- & TS =T
* Xy X Xm) o)

_ T _ = v Ty -1
12 - G21 - 1((n)(l)(X(n)X(n)) >

og



T -
Gy, = (X(n)X(n)) t

| disseformler er x den p - 1 dimensionale sgjlevektor, der bestar af gennemsnittene for de

m)(®)
p - 1 egentlige forklarende variable, beregnet uden den n’te observation. Tilsvarende er
x, = [ 1] Xgq 1- Matricen (5((:)5((“))‘1 er p& nag en faktor n eller n - 1 den inverse af den
empiriske kovariansmatrix for de p - 1 egentlige forklarende variable, beregnet uden den n‘te
observation.

Alti ater
T -1 T
Xn()((n))((n)) 1Xn
Gy Gy, T
= X, X,
G21 G22
B 1 - T +1=T o Tg 1= - oTg 1T
= 7 " XewoEeXe) oo T RoEKeXe) Xoo T TeoXeXe) %o

T -1.T
* X)Xy X)) Xaq) »

hvilket er lig med hgjresiden i det postulerede udtryk i resultat 6.

Resultat 7
Der gadder

én Yo © xnB(n)

- T T
Smyy ! ~ By s(n)\/ 1+ x, (XX x,

Dette viser at (4.11) er ligmed (6.1), jf. (6.2).

Bevis
Tadleren pa hgjresiden er ifglge resultat 3



(2)

Naevneren pa hgjresiden er ifalge resultat 4

T 1. T _
s(n)\/ 1+ x,(XpXp) X, = S

sdledes at hgjresiden i alt bliver

en

yn B Xnﬁ(n) 1 - hnn

él'l
T T = )
sl + %KX, S| T lh Sy = Bog

nn

Bemaak at formlen (2) ovenfor viser, at forudsigel sesfejlen nér vaardien y, forudsiges ved hjedp
af detilherende forklarende variable og de parametre 3 @ der estimeres uden afvendelse af den

n'te observation, adskiller sig fraresidualet €, med faktoren 1/(1 - h,,), der er sterre end 1og er

meget sterre end 1, hvis de forklarende variable for den n’te observation adskiller sig meget fra
avrige.

Resultat 8

y - x fB €
DFFITS, = 2" Py i ' 1 h‘“’h :
S /Ban Sy 1 = Bap N © 7 Thn

Altsa er (5.5) og (5.6) ens.



Bevis

Der gadder
) A A A 1 ., b
yn B XnB(n) = yn B XnB(n) B (yn B yn) = 1 - hnnen B en = 1 - hnnen
ifelge (2) i beviset for resultat 7. Dermed er
5\In B an(n) _ hnnén én hhn

DFFITS, =

S/ an (1 = hy)sgyyhy, _ Sapy/T = By ¥ 17 Bon |

Bemaak at farste faktor er det eksternt standardiserede residual

Af resultat 8 og definitionen pa Cooks afstand fglger umiddel bart

Resultat 9
Der gadder

h
2
(DFFITS ) = t, n m = p—=D .

DFFITS kvadreret er altsa lig med faktoren p gange Cook's afstand, panag at det internt
standardiserederesidual r,,i definitionen af Cook'saf stand erstattesmed det eksternt standardisere-
deresidual t,1 DFFITS,.



Resultat 10

Der gadder
é2
n-p- s =@ - p)s? - S
( p )S@m = ( p) I-n_
Dette er (5.8).
Bevis
Starrelsen

(n -p- 1)S(n)2

er residualkvadratsummen beregnet uden anvendelse af n'te sag. Den kan naturligvis udtrykkes
som en kvadratsum af n led minus bidraget fra det n'te led

(N-P- 15" = (Y - XBgy)) 'V - XBgy) - O~ XoBgy)* -

Andet led er ifglge (2) i beviset for resultat 7 lig med

(yn - ang(n))z =

Desuden er ifglge resultat 3

A A

~ N € €
Y- XBgy =y - XB+ XXMy, =+ XXX

nn nn




(1 - h,)?
ifglge definitionen af h,, samt fordi
X'&=0

Alti dter

2 2 2

e, h é é

(n—p—l)s(i)=éTé+ nmz— 2 2=(n—p)sz— =
1 -hy (-hy) l - h,

Resultat 10
Der gadder fglgende om determinanten af en blokmatrix

x x:
x, 1

Dvs. at

= |XTXT|(1 - xn(XTX)‘lan) = IX™X - x,x,| = [XgpXg! -

|X(n)X(n)| = |XTX|(1 - hnn) ’
hvoraf (5.11) falger.

Bevis
Betragt falgende produkt af blokmatricer



X™X x|

X, 1

XTX-x, X,

0

0 1

%)

Ved at tage determinanten pa begge sider ses

T
= |X™X - x, x|,

som jo ifglge resultat 1 er lig med [X7, X | -

Tilsvarende gadder

I 0\ X'X x, [I -X'X) 'y, | (XX
x, XX 1)(x,  1JU0 1 0
og dermed

X™X x|

n

| = IXTX|(1 - x,(X"X)'x,) .

Xn

).

0
1-x (X'X) 'x,



