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Opgave 1. For ethvert a ∈ R betragter vi tredjegradspolynomiet Pa : C →
C, som er givet ved forskriften

∀ z ∈ C : Pa(z) = z3 − (6 + a)z2 + (5 + 6a)z − 5a.

Desuden betragter vi differentialligningerne

(∗) d3x

dt3
− (6 + a)

d2x

dt2
+ (5 + 6a)

dx

dt
− 5ax = 0

og

(∗∗) d3x

dt3
− 9

d2x

dt2
+ 23

dx

dt
− 15x = e2t.

(1) Vis, at z = a er en rod i polynomiet Pa. Bestem dernæst samtlige
rødder i polynomiet Pa, og angiv røddernes multipliciteter.

(2) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗).

(3) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗∗).

(4) En homogen, lineær differentialligning (∗ ∗ ∗) har det tilhørende karak-
teristiske polynomium Q : C → C med forskriften

∀ z ∈ C : Q(z) = (z2 + 1)P7.

Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗ ∗ ∗).



Opgave 2. Vi betragter korrespondancen F : R → R, som har forskriften

F (x) =


[0, 1], for x < 0
[−2, 2], for 0 ≤ x < 1
[−3, 3], for x ≥ 1

,

og den funktion f : R2 → R, som er givet ved udtrykket

∀ (x, y) ∈ R2 : f(x, y) = x2 + y2x.

(1) Vis, at korrespondancen F har afsluttet graf egenskaben.

(2) Vis, at korrespondancen F ikke er nedad hemikontinuert.

(3) Vis, at korrespondancen F er opad hemikontinuert.

(4) Bestem mængden af alle fikspunkter for korrespondancen F . [Et fiks-
punkt for F er et punkt, s̊a x ∈ F (x).]

(5) Bestem en forskrift for værdifunktionen V : R → R, idet udsagnet

∀ x ∈ R : V (x) = max{f(x, y) | y ∈ F (x)}

er opfyldt.

(6) Bestem en forskrift for maksimumskorrespondancen M : R → R, som
er defineret ved udtrykket

∀ x ∈ R : M(x) = {y ∈ F (x) | V (x) = f(x, y)}.

Opgave 3. For ethvert r ≥ 1 betragter vi mængden

K(r) =
{
z ∈ C | 5

r
≤ |z| ≤ 5 +

1

r

}
.

(1) Godtgør, at mængden K(r) er kompakt for et vilk̊arligt r ≥ 1.

(2) Bestem fællesmængden

K0 =
∩
r≥1

K(r).

Er K0 kompakt?



(3) Bestem foreningsmængden

K∞ =
∪
r≥1

K(r).

Er K∞ kompakt?

(4) Bestem det ydre for mængden K∞.

(5) Lad (zk) være en følge, som opfylder betingelsen

∀ k ∈ N : zk ∈ K(k).

Vis, at følgen (zk) har en konvergent delfølge (zkp) med et grænsepunkt
z0. Hvad er |z0|?

Opgave 4. Vi betragter integralet

I(x) =
∫ 1

0

(
4x+ ẋ+ ẋ2

)
dt =

∫ 1

0

[
4x+

dx

dt
+

(
dx

dt

)2 ]
dt

og den funktion F : R2 → R, som har forskriften

∀ (x, y) ∈ R2 : F (x, y) = 4x+ y + y2.

(1) Vis, at funktionen F er konveks overalt p̊a definitionsmængden R2.

(2) Bestem den funktion x∗ = x∗(t), der minimerer integralet I(x), idet
betingelserne x∗(0) = 0 og x∗(1) = 2015 er opfyldt.


