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Opgave 1. For ethvert a ∈ R betragter vi tredjegradspolynomiet P : C →
C, som er givet ved forskriften

∀ z ∈ C : P (z) = z3 + (2 + a)z2 + (2 + 2a)z + 2a.

Desuden betragter vi differentialligningerne
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dt3
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d2x

dt2
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dx

dt
+ 2ax = 0

og
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dt3
+ 3

d2x

dt2
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dx

dt
+ 2x = 14e−t.

(1) Vis, at z = −a er en rod i polynomiet P , og bestem dernæst de øvrige
rødder i P.

(2) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗).

(3) For hvilke a ∈ R er differentialligningen (∗) globalt asymptotisk stabil.

(4) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗∗).

(5) Bestem den løsning x̃ = x̃(t) til differentialligningen (∗∗), s̊a betingelserne
x̃(0) = 0, x̃′(0) = 0 og x̃′′(0) = 0 er opfyldt.



Opgave 2. Vi betragter 3× 3 matricen

A =

 1 0 −1
0 1 0
−1 0 1


og vektordifferentialligningerne

(§) dz

dt
= Az

og

(§§) dz

dt
= B(v)z,

hvor

B(v) =

 v 1 1
1 v 3
1 3 0


for v ∈ R.

(1) Bestem egenværdierne og egenrummene for matricen A.

(2) Bestem den fuldstændige løsning for vektordifferentialligningen (§).

(3) Bestem resolventen P (0, t) for differentialligningen (§).

(4) Er vektordifferentialligningen (§§) globalt asymptotisk stabil for visse
værdier af parameteren v ∈ R?

Opgave 3. Lad mængden K1 være en kompakt delmængde af Rn, mæng-
denK2 en kompakt delmængde afRm og mængdenK3 en kompakt delmængde
af Rl.

(1) Vis, at mængden

K = K1 ×K2 = {(x, y) ∈ Rn ×Rm | x ∈ K1 ∧ y ∈ K2}

er en kompakt delmængde af Rn ×Rm.

(2) Vis, at mængden

C = K1×K2×K3 = {(x, y, z) ∈ Rn×Rm×Rl | x ∈ K1 ∧ y ∈ K2 ∧ z ∈ K3}

er en kompakt delmængde af Rn ×Rm ×Rl.



Opgave 4. Vi betragter integralet

I(x) =
∫ π

0

(
(et + sin t)x+ 2ẋ2

)
dt =

∫ π

0

(et + sin t)x+ 2

(
dx

dt

)2
 dt

og den funktion F : R2 → R, som har forskriften

∀ (x, y) ∈ R2 : F (x, y) = (et + sin t)x+ 2y2.

(1) Vis, at funktionen F er konveks overalt p̊a definitionsmængden R2.

(2) Bestem den funktion x∗ = x∗(t), der minimerer integralet I(x), idet
betingelserne x∗(0) = 1

4
og x∗(π) = 1

2
eπ er opfyldt.


