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Opgave 1. For ethvert a ∈ R betragter vi tredjegradspolynomiet Pa : C →
C, som er givet ved forskriften

∀ z ∈ C : Pa(z) = z3 + (a2 + 7)z2 + (7a2 + 12)z + 12a2.

Desuden betragter vi differentialligningerne

(∗) d3x

dt3
+ (a2 + 7)

d2x

dt2
+ (7a2 + 12)

dx

dt
+ 12a2x = 0,

og

(∗∗) d3x

dt3
+ 8

d2x

dt2
+ 19

dx

dt
+ 12x = 12e−t.

(1) Vis, at tallet z = −3 er rod i polynomiet Pa. Bestem dernæst samtlige
rødder i polynomiet Pa.

(2) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗), og bestem
de a ∈ R, hvor (∗) er globalt asymptotisk stabil.

(3) Bestem den fuldstændige løsning til differentialligningen (∗∗).

For ethvert b ∈ R betragter vi den homogene, lineære differentialligning

(∗ ∗ ∗) d3x

dt3
+ b

d2x

dt2
+ 2b

dx

dt
+ bx = 0,



(4) Opstil Routh-Hurwitz matricen A3 for differentialligningen (∗ ∗ ∗), og
bestem de b ∈ R, for hvilke (∗ ∗ ∗) er globalt asymptotisk stabil.

Opgave 2. Vi betragter mængderne

A = {z ∈ C | |z| ≤ 1 ∧ |z| ∈ Q+}

og
B = {z ∈ C | Re z ≥ 2 ∧ −1 ≤ Im z ≤ 1}.

(1) Bestem det indre AO af mængden A.

(2) Bestem randen ∂A af mængden A.

(3) Bestem afslutningen A af mængden A.

(4) Bestem det konvekse hylster H = conv(A) af mængden A.

(5) Vis, at mængden B er afsluttet og konveks.

(6) Vis, at mængderne H og B kan separeres med en hyperplan i C.

(7) Bestem det konvekse hylster C = conv(H ∪B) af mængden H ∪B.

Opgave 3. Vi betragter 3× 3 matricen

A =

 10 0 1
0 2 0
1 0 10


og vektordifferentialligningerne

(i)
dx

dt
= Ax og (ii)

dx

dt
= Ax+

 1
2
5

 ,

hvor x ∈ R3.

(1) Vis, at vektorerne v1 = (0, 1, 0), v2 = (−1, 0, 1) og v3 = (1, 0, 1) er
egenvektorer for matricen A, og bestem de tilhørende egenværdier.

(2) Bestem den fuldstændige løsning til vektordifferentialligningen (i).



(3) Opskriv den tilhørende fundamentalmatrix Φ(t), og bestem resolventen
R(t, 0).

(4) Bestem den fuldstændige løsning til vektordifferentialligningen (ii).

Opgave 4. Vi betragter integralet

I(x) =
∫ 1

0

(
2u2 − x+ x2) dt.

Vi skal løse det optimale kontrolproblem at minimere I(x), idet ẋ = f(t, x, u) =

2u− x, x(0) = 1
3
og x(1) = 1

3
+ e

√
3 − e−

√
3.

(1) Opskriv Hamiltonfunktionen H = H(t, x, u, p) for dette optimale kon-
trolproblem.

(2) Vis, at dette optimale kontrolproblem er et minimumsproblem.

(3) Bestem det optimale par (x∗, u∗), som løser problemet.


