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Opgavesat bestaende af 3 sider med i alt 4 opgaver.
Lgsningstid: 3 timer

Alle seedvanlige hjelpemidler ma benyttes, dog ikke medbragte lommereg-
nere eller nogen form for cas-vaerktgjer.

Opgave 1. For ethvert talpar (a,b) € R? betragter vi tredjegradspoly-
nomiet Py : C — C, som er givet ved forskriften

VzeC: Pup(z)=2"+(a+b+1)2>+ (a+ ab+b)z + ab.

Desuden betragter vi differentialligningerne

d*z d*x dx
0g
d3 d*z dz
(1) Vis, at tallet » = —a er rod i polynomiet Fyp. Bestem derneest

samtlige rgdder i polynomiet P, ), og angiv deres multipliciteter.
(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x).

(3) For hvilke talpar (a,b) € R? er differentialligningen (x) globalt asymp-
totisk stabil?

(4) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

For ethvert ¢ € R betragter vi den homogene, lineaere differentialligning

B d*x dx
(s * %) ﬁ—f— E—I—CE—'—ZGE—O



(5) Opstil Routh-Hurwitz matricen As(c) for differentialligningen (* * ),
og bestem de ¢ € R for hvilke differentialligningen (* * %) er globalt
asymptotisk stabil.

Opgave 2. Vi betragter meengden
A={zeC||z| <1},

og for ethvert n € N betragter vi tillige afbildningen f, : A — A, som er
defineret ved forskriften

Vze A: fulz) = 2"

(1) Vis, at for ethvert n € N har afbildningen f,, mindst et fixpunkt 2* € A.
Dvs., at f(z*) = z*.

(2) For ethvert n € N skal man bestemme alle fixpunkterne for funktionen

o

Vi betragter herefter folgen (z,) (af punkter fra meengden A), som er
defineret ved forskriften

VneN: ful2) = fo (;)

(3) Vis, at folgen (z,) er konvergent, og bestem graensepunktet.

(4) Lad
GeA’={zeC||z| <1}

vaere vilkarligt valgt. Vis, at folgen ((,), hvor betingelsen

VGNgn:fn(CO)

er opfyldt, er konvergent, og bestem graensepunktet for denne fglge.

Opgave 3. Vi betragter den vektorfunktion f : R* — R2, som er givet ved
forskriften

Y (z1,29) € R f(z1,15) = (22 + 2129 + 23, 321 — 523).



(1) Bestem Jacobimatricen D f(x1, x9) for vektorfunktionen f i et vilkarligt
punkt (x1,z9) € R?.

(2) Godtggr, at Jacobimatricen D f(1, 1) er reguleer, og pavis, at der findes
en aben omegn V af (1,1) og en aben omegn W af f(1,1), sa restrik-
tionen f |, af f til V er en bijektiv afbildning af V' pa W.

(3) Lgs ligningen

(4)-ran=pran (7]

med hensyn til vektoren = = (z1, x2).

Lad (x,) veere en vilkarlig folge af punkter fra R?, og lad der veere givet
et tal r > 0, sa betingelsen

VkeN:z, € BO,r)
er opfyldt.

(4) Vis, at fplgen (x3) har en konvergent delfglge (x;,) med greensepunkt
xo. Hvad kan man sige om ||zg||?

Vi betragter herefter fglgen (&), som er givet ved forskriften

(5) Godtggr, at delfplgen (&,) = (f(xx,)) er konvergent med graensepunk-
tet §o = f (o).

Opgave 4. Vi betragter integralet

V2
I(x):/ <u2+x+u+x2)dt.
0

Vi skal lgse det optimale kontrolproblem at minimere integralet I(z), idet
i=u—uz 2(0)=—3 og z(v2) = 3.

(1) Opskriv Hamiltonfunktionen H = H (t, z,u, p) for dette optimale kon-
trolproblem.

(2) Vis, at dette optimale kontrolproblem er et minimumsproblem.

(3) Bestem det optimale par (z*,u*), som lgser problemet.



