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Opgave 1. For ethvert a € R betragter vi tredjegradspolynomiet P, : C —
C, som er givet ved forskriften

Vz2e€C:P(2) =2+ (4+a)z* + (3+4a)z + 3a.

Desuden betragter vi differentialligningerne

d3x d*x dx
(%) ﬁ—l—(il—i-a)@%—(?)—i—lla)a—i—?uaxzo,
0g
d3x d*x dx .
(1) Vis, at for ethvert a € R er tallet 2z = —a en rod i polynomiet P,,
og bestem dernaest samtlige rédder i dette polynomium samt deres
multipliciteter.

Lgsning. Vi finder, at
Py(—a) = (—a)’ + (4 + a)(—a)* + (3 + 4a)(—a) + 3a = 0,

sa z = —a er en rod i polynomiet P,.

Ved polynomiers division opnar vi, at

Vz€C:P(2) = (z+a)(z* +4z +3).

Heraf finder vi videre, at P, har redderne z = —a,z = -3 og z = —1
hver med multipliciteten 1, nar a € R\ {1, 3}. Hvis a = 1, er rgdderne
z = —3 og z = —1, som har multipliciteterne hhv. 1 og 2. Hvis a = 3,

er rgdderne z = —3 og z = —1 med multipliciteterne hhv. 2 og 1.



(2)

Bestem for ethvert a € R den fuldsteendige lgsning til differentiallignin-
gen (x).

Lgsning. Vi finder straks, at

r=cre "+ e 4 ez,

hvor ¢1,¢9,c3 € R for a € R\ {1, 3},

T = cle_3t + CQe_t + c;;te‘t,

hvor ¢y, ¢9,c3 € R for a =1, og

T = cle_3t + 02t€_3t + 03e_t,

hvor ¢y, ¢9,c3 € R for a = 3.

Bestem for ethvert a € R den fuldsteendige lgsning til differentiallignin-
gen (k).

Logsning. For a # —1 gaetter vi pa en lgsning af formen & = Ae!, og

ved indsaettelse i den givne differentialligning finder viat A = m.

Vi far da, at hvis a € R\ {—1, 1, 3}, da er den fuldsteendige lgsning til
differentialligningen (xx) givet ved udtrykket

1
—at —3t —t t
r=ce +ce T t+ce + ———e,
1 2 3 3(1 + a)
hvor ¢y, c9,c3 € R.
Hvis a = —1, geetter vi pa en lgsning af formen & = Ate’, og vi finder

sa, at
¥ = Ae' + Ate', " = 2Ae' + Ate', 7" = 3Ae' + Ate’,

og ved indsattelse i differentialligningen far vi, at A = %. Vi far derfor,
at den fuldsteendige lgsning i dette tilfeelde er

1
r=crel + cye 3+ eget + gtet,

hvor ¢q, ca,c3 € R.



Hvis a = 1 finder vi, at

t

T = 016_3t + 026_t + 03te_t + Ee ,

hvor ¢y, co,c3 € R, og hvis a = 3 bliver resultatet

t

Tr = cle_3t + czte_gt + 63e_t + ﬁe ,

hvor ¢q, c9,c3 € R.

For ethvert s € R betragter vi den homogene, linesre differentiallig-
ning
d3x d*x

(4) Opstil Routh-Hurwitz matricen As(s) for differentialligningen (x % x),
og bestem de s € R, hvor (x x *) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Vi ser, at Routh-Hurwitz matricen for differentialligningen
(s % %) er

4s 1 0

1 s 0],

0 4s 1
og de ledende hovedunderdeterminanter er D; = 4s, Dy = 45®> — 1 og
Dy = 4s* — 1, som alle er positive, netop nar s > 0 og s? > 1. Heraf
far vi, at (% * ) er globalt asymtotisk stabil, netop nar s > %

Opgave 2. Vi betragter den funktion f : C — C, som er givet ved
forskriften
VzeC: f(z)=(1+1i)z+ 2%

(1) Udregn funktionsveerdierne f(i) og f(1 —1).
Lgsning Vi ser, at f(i) =i —2 og f(1 —i) =2 — 2i.

(2) Lgs ligningen
24+ (1414)z— (14+14) =0.



(4)

Lgsning. Vi ser, at

—1—i£V4+6:
5 .

2+(14+d)z—(14+i)=0& 2=

Idet w? = 4 + 61, far vi, at

e (\/ﬁ F) L (W2 a/VE-2).

D
o ::w¢ﬁ+2—1 V 2—1

2

_ VBB +2+1 w 2+1
2

Vi betragter maengden

K={zeC]||z| <1}

Vis, at billedet f(K) = {f(z) | z € K} er en kompakt maengde i den
saedvanlige topologi pa C.

Lgsning. Billedet f(K) er kompakt i den ssedvanlige topologi pa C,
idet K er en kompakt maengde, og funktionen f er kontinuert.

Idet a € R, er vilkarligt valgt, betragter vi meengdesystemet
o={C,0,G,}
af delmaengder fra C, hvor G, = {z € C | Rez < a}.

Vis, at meengdesystemet o er en topologi pa C.

Lgsning. Lad tallene ay, as,...,a; > 0 veere vilkarligt valgt. Da er

o= fa -

=1

hvor a = min(ay, as, . .., a).



Lad (Gq,)jes veere en familie af maengder af typen G, fra o. Da er

G =|J G, = Go.

jeJ

hvor a = sup{a; | j € J}, dersom maengden {a; | j € J} er opad be-
graenset. Hvis meaengden {a; | j € J} derimod ikke er opad begreenset,
er G =C.

Det er nu let at se, at maengdesystemet o er en topologi pa C.
Beskriv systemet y = x (o) af afsluttede meengder i topologien o.

Lgsning. Vi ser umiddelbart, at
x ={C,0, A},
hvor A, = {z € C|Rez > a} for a > 0.
Undersgg om meengden
B={2eC|Imz<1}

er kompakt i topologien o.

Lgsning. Vi bemeerker, at

B=JGa

a>0

og denne abne overdaekning kan ikke udtyndes til en endelig aben
overdeekning af B. Vi har hermed godtgjort, at B ikke er kompakt
i topologien o.

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R?> — R?, som er givet ved
forskriften

(1)

V(z,y) € R flz,y) = (22 — %2 +4°) .
Bestem maengden

N(f) =A{(z,y) e R*| f(z,y) = 0}.



Lgsning. Vi bemeerker, at
- =0NP =0 cy=—x

N(f) ={(z,y) e R? |y = —x}.

Bestem Jacobimatricen D f(z,y) for vektorfunktionen f i et vilkarligt
punkt (z,y) € R

Lgsning. Vi finder, at

pies) = (50 o )

Bestem maengden

S = {(x,y) € R*| Df(z,y) ikke er reguleer}.

Losning. Idet det Df(z,y) = 6zy* + 6x%y = 0, ser vi, at

S=N(f)U{(z,y) € R*|z=0V y=0}.

Godtggr, at der findes abne delmeengder V og W af R? sa (1,1) € V
og f(1,1) € W, og saledes at restriktionen g = gy af f til V er en
bijektiv afbildning af V' pa W.

Lgsning. Pastanden fglger af ssetningen om lokalt invertibel afbild-
ning, idet (1,1) ¢ S.

Opstil differentialet
U x—1
hvor (z,y) € R%

Lgsning. Vi finder,at

g ()= (2 F) (1) (=5,



Opgave 4. Vi betragter integralet
1
I(z) = / (— 30+ 20 —u?) dt,
0

hvor & = f(¢,z,u) = = + u, og hvor man desuden har, at z(0) = ; og
z(1) = 2.

(1) Opstil Hamiltonfunktionen H = H(t,z,u,p) for dette optimale kon-
trolproblem, og vis, at det er et maksimumsproblem.

Lgsning. Vi ser, at
H = H(t,z,u,p) = =32 + 2 — u* + p(v + u),

og vi finder, at

0H 0H
—=—-6rx4+2+p=-—pAN —=—-2u+p=0.
Ox ou

Heraf ser vi, at Hamiltonfunktionens Hessematrix er

s (6 0
(%)

og da denne matrix er negativ definit, er her tale om et maksimums-
problem.

(2) Bestem det optimale par (z*, u*) for dette optimale kontrolproblem.

Lgsning. Dap=2uogu =2 —x, er p =20 =27 — 2%, sa
—624+2+p+p=0= —06x+2+2¢—2x+27 -2z =0,

hvoraf man far, at
T —4r = —1.

Denne inhomogene differentialligning af anden orden har den fuld-
steendige lgsning

1
x:Aezt—i—Be_zt—l—Z, hvor A, B € R.
Daz(0)=A+B+{ =1 er B=—-A, sa

1
r = Ae? — Ae7? + 7 hvor A € R.



Idet (1) = A(e®* —e™?) + 1 = 2, far vi, at A = == Vi ser sa, at

* 1 2t —2t 1

xr = m(€ — € )‘f‘z

Da er 5

c ko 2t —2t

r = m(e +e ),
og dermed har vi, at

ek * 1 2t —2t 1



