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Forord

Denne lerebog i operationsanalyse er blevet til gennem en tidrsperiode som
forelesningsnoter ved gennemgangen af faget pd politstudiet ved Kgbenhavns
Universitet. Ved valg af emner er der pd den ene side taget hensyn til, at
gennemgangen var dekkende for de problemstillinger, der s®dvanligt er at finde 1
lerebgger i dette fag (som line&r programmering, heltalsprogrammering, strgmme
i netverk, kg- og lagerteori) og pa den anden side har det veret et mél at inddrage
dels lidt nyere emner, dels sddanne, der har lidt relation til et gkonomistudium
igvrigt, og som kan tjene som reklame for en matematisk tilgang til Igsningen af
gkonomiske problemer.

Den endelige redaktion af de oprindelige forel@sningsnoter til den fore-
liggende form skyldes anvendelsen ved matematik-gkonomi studiet pd Han-
delshgjskolen 1 Kgbenhavn.

En lang rekke studerende og l@rere har igennem den tid, hvor materialet har
varet benyttet, varet behjelpelige med at luge ud 1 de mange trykfejl; en szrlig tak
skal rettes til Birger Madsen, der ydede en sa@rlig indsats 1 den tid, hvor han varetog
undervisningen. Hvad der er tilbage, er naturligvis mit ansvar.

November 2002

Hans Keiding



KAPITEL 1

Hvad er Operationsanalyse?

1. Indledning

Der er tradition for at starte gennemgangen af et fag med en definition af dets
emne. Som regel viser det sig at vere temmelig svert at afgrense emnet, for
videnskabsgrene 1 udvikling har det med at treenge ind over de tilgr&nsende
discipliners omrade i en sadan grad, at det hurtigt bliver umuligt at adskille den
ene fra den anden. Men da det nu alligevel er sa rodfastet en tradition, skal det
ogsa blive forsggt her.

Blandt de mindst misvisende definitioner af faget operationsanalyse finder vi
folgende: Operationsanalyse er teorien for matematisk modellering af optimale
beslutninger og modellernes anvendelse i praksis. Hermed har vi ihvertfald en
rimelig fornemmelse af, hvad det handler om, iser nar vi l&gger behgrig vaegt pa
sidste del, der handler om anvendelsen i praksis, for ellers kan det vere svart at
se forskel pa operationsanalyse pa den ene side og optimering (samt store dele af
nyere gkonomisk teori) pa den anden. Her burde der igvrigt nok tilfgjes et par
ord om, hvad det er for en “praksis”, der t@nkes pa — det er virksomheders og
organisationers streben mod bedst mulig malopfyldelse. Operationsanalysen skal
ses som en erhvervsgkonomisk (i bredest tenkelige forstand) disciplin. At den ogsa
kan ses som en matematisk, er sa en charme mere (eller mindre).

Der er ganske vist en del traditionelle operationsanalytiske emner (f.eks.
kgteori), som vi ikke far fanget ind med denne definition. Det kunne sa fgre til
et nyt forsgg, men det kan darligt betale sig. Operationsanalyse er simpelthen ikke
nogen pracist afgrenset disciplin. Den handler om de emner, der kommer i de
folgende kapitler — samt om en del andre emner, der er udeladt, herom senere. Ret
meget ne&rmere kan man alligevel ikke komme.

Igvrigt er disciplinens afgrensning heller ikke konstant over tiden. Der er
emner, som tidligere var oplagt operationsanalytiske (f.eks. spilteori), men som ikke
er det mere, fordi de er blevet selvstendige videnskabelige discipliner og maske
ogsa er kommet til at skifte indhold og perspektiv undervejs. Til gengeld er der
andre ting, der nu traenger sig mere pa. Hvis man kigger pa indholdsfortegnelsen, vil
man se, at emner, der tidligere hgrte til diskret optimering eller computer science,
nu er ved at liste ind i almindelig operationsanalyse. Igen har det noget at ggre



med, at disse emner har faet anvendelser, der fgrer dem fra specialisternes felt over
i kassen af almindeligt brugbare verktgjer.

Ser man pa, hvad der normalt kommer i operationsanalytiske tidsskrifter eller
pa faglige konferencer, er billedet tilsvarende broget. Operationsanalyse er en slags
gennemgangslejr; fremtidige videnskaber hgrer til her et stykke tid indtil de bliver
selvstendige — eller gar af mode. Det bliver den ikke mindre spaendende af.

2. Operationsanalysens historie

Der er en smule uklarhed omkring det ngjagtige tidspunkt for fremkomsten af
operationanalyse som en selvstendig disciplin, men det er knyttet til militer
forskning — overvejende af utraditionel karakter — 1 England op til og under
2. verdenskrig. Udtrykket “operational research” optreder i forbindelse med
udviklingen af radarsystemer i perioden 1937-39, og dette er rimeligvis f@rste gang,
at begrebet er n@vnt.

For alvor skub i udviklingen kom der dog fgrst i efterkrigstidens USA.
Denne udvikling var i fgrste omgang knyttet ret tet til forskningen omkiring
linecer programmering, specielt i1 forbindelse med simplex-metoden udviklet af
G.B.Dantzig i arene efter 1945. Senere kom ogsa andre optimeringsmetoder ind,
saledes is@r diskrete optimeringsproblemer og strgmme i netvaerk. Men gennem
adskillige ar var operationsanalyse 3/4 simplexmetode og 1/4 andet.

Det har @ndret sig en del i de senere ar. For det fgrste er det ikke l@ngere
ngdvendigt at ofre sa meget opmaerksomhed pa simplexmetoden, da denne nu typisk
vil vare noget, man har lert i forvejen andetsteds. Derved bliver der automatisk
mere plads til resten. Men der er for det andet ogsa kommet en del decideret nye
emner til; et eksempel pd dette er multikriterieoptimering.

Da der som tidligere n@vnt altid har veret nogen uklarhed omkring opera-
tionsanalysens genstand, har man traditionelt understreget, at det vigtigste egentlig
ikke var de konkrete emner, som man arbejder med, men metoden, som bliver brugt.
Det vender vi tilbage til.

3. Operationsanalytiske problemer og metode

Vi har i forrige afsnit vaeret inde pa, hvilke problemstillinger, som er fast bestanddel
af operationsanalysen. I den fglgende oversigt har vi taget disse savel som de senere
tilkomne emner med. Operationsanalyse omfatter saledes fglgende:

e Optimeringsproblemer:
— Ikke-line@re optimeringsproblemer
— Diskret optimering
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e Grafmodeller:
— Stréemme 1 netvaerk
— Lokaliseringsmodeller
— Rakkefglger
e Spilmodeller
e Stokastiske modeller
— Palidelighed
— Kgteori
— Lagerteori

Disse emner vil, paner spilteorien, blive taget op i de fglgende kapitler. Det
vil ganske vist for hvert af emnerne kun blive til en begrenset fordybelse, men det
er vesentligt at dekke operationsanalysens mange forgreninger sa godt, som det
nu er muligt.

Det betyder ogsa, at vi vil se lidt pd et par emner (systemer, kompleksitet),
som er lidt marginalt placeret, men som er vigtige for at forstd mange af de nye ting
i branchen.

Afslutningsvis er der et par traditionelle indledende bemarkninger at fyre af.
For det fgrste plejer man at diskutere valget af matematisk model. Man har ikoniske
modeller, hvor man laver en tro kopi i mindre malestok; sadanna stgder vi ikke pa.
Videre har man analoge modeller, hvor man konstruerer en mekanisme fra et helt
andet omrade, men med samme funktion som den organisation, problemet drejer
sig om. Endelig har vi symbolske modeller, og det er typisk sadanne, vi vil fa
med at ggre i det fglgende. Da vi kun stgder pa denne sidste type, er diskussionen
ikke sd interessant, men den understreger ihvertfald, at det i vor praktisk orienterede
disciplin ikke er sa vigtigt, hvordan modellen tager sig ud, det afggrende er, hvordan
den fungerer.

Dermed er vi ovre i den sidste generelle kommentar, der drejer sig om metoden.
Det er sedvanligt at se et operationsanalytisk problem som bestaende af fem faser,
nemlig

e Definition af problemstilling,
e Konstruktion af model,

e Lgsning af model,

e Kontrol af model,

e Implementering af resultater.

Det er 1 det store og hele kun fase 3, som bliver behandlet i de fglgende
kapitler, og det har den oplagte arsag, at kun dette er egnet lerebogsstof; resten er
noget, man ma tilegne sig i det praktiske arbejde. Det kan darligt undgas, at denne
koncentration omkring ét af aspekterne i arbejdet med en given problemstilling ma
fgre til en vis forsgmmelse af de andre, og den dérlige samvittighed kommer til
udtryk pa dette sted, idet det hermed understreges, at de andre faser skam er mindst
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lige sa vigtige, uanset at de altsa ikke behandles.

Der er her — som 1 faget generelt — en vis bevaegelse. Man kan f.eks. se
inddragelsen af multikriteriemetoder i operationsanalysens vaerktgjskasse som en
begyndelse til en mere systematisk behandling af implementeringsfasen.

4. Litteratur

Der findes flere standardlerebgger i faget Operationsanalyse. De to mest udbredte
er Hillier og Libermann (1995), Taha (1997). Begge er sardeles udmarkede
som supplerende — eller som alternativ — l&sning; de dekker nogenlunde samme
emnekreds, og de kan anbefales blandt andet fordi de med et omfang pa omkring
1000 sider har flere eksempler og detaljer end den foreliggende noget mindre
omfangsrige fremstilling.

Et par gamle klassikere, der til gengeld ikke daekker helt s& mange metoder
som det kraeves idag, er Churchman og Ackoff (1957) og Ackoff og Sasieni (1968).
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KAPITEL 2

Line®r programmering

1. Indledning

Line@r programmering er operationsanalysens vigtigste vaerktgj. De fleste optime-
ringsopgaver vil i sidste ende blive formuleret séledes, at de kan lgses ved metoder,
der er kendte fra linezr programmering. Selv for de problemer, der ikke kan lgses
pa denne made, vil metoderne vaere anvendelige som en del af arbejdet ved at finde
frem til lgsninger.

Linear programmering drejer sig egentlig blot om at maximere en lineer
funktion under et antal line®re bibetingelser. At dette kan vare besvarligt
nok, kan man dog hurtigt overbevise sig om, og der fandtes ikke systematiske
Igsningsmetoder fgr omkring midten af dette arhundrede.

De fgrste formuleringer af linezre programmeringsproblemer som siadanne,
kombineret med metoder til deres lgsning, kom sidst i trediverne 1 det davarende
Sovjet, hvor de groede ud af praktiske problemer i en virksomhed, som man fik en
kompetent matematiker (Kantorovich) til at se nermere pa. Gennembruddet kom
under krigen med Dantzig’s arbejder i USA, der ogsd have en praktisk baggrund
(forsyning af tropperne i Europa). Det er Dantzig’s Igsningsmetode, den sakaldte
simplex-metode, som er blevet standard, og som vi skal bruge mest.

Betegnelsen “line@r programmering” dukkede op omkring 1950, og den
har smittet af, siledes at andre optimeringsproblemer er blevet til “ikke-linear
programmering”, “heltalsprogrammering” osv. Motivationen for denne lidt misvi-
sende betegnelse — der er ikke tale om programmering i datalogisk forstand — var,
at lgsningsmetoderne i modsetning til, hvad man var vant til dengang, ikke gik pa
at lgse et ligningssystem, men bestod i at angive en fremgangsmade, en algoritme.
Denne algoritme kan sa igvrigt fgres videre og ggres til et program for en maskine,
det skal vi se et par eksempler pa.

Af dette kapitel — ihvertfald af de f@rste mange afsnit — kan man godt fa det
indtryk, at line&r programmering er identisk med simplex-metoden. Vi skal senere
lgse serlige LP-problemer pa andre og nemmere mader, og vi kommer ogsé i de
sidste afsnit ind pa et par andre lgsningsmetoder af nyere dato, sa at vi samtidig kan
notere os, at line@r programmering ikke er en museumsgenstand. Det gemmer vi
imidlertid til et efterfglgende kapitel; 1 f@grste omgang koncentrerer vi os helt om
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simplex-metoden.

I det n@ste afsnit diskuteres nogle eksempler pa line&re programmeringsprob-
lemer, og det fgrer sa til den generelle formulering i afsnit 3, hvorunder vi kommer
ind pa det meget vigtige forhold, at line@re programmeringsproblemer altid op-
treeder 1 par, med et primart og et dualt problem. I afsnit 4 starter vi diskussionen af
simplex-metoden, som fortsattes i afsnit 5. Derefter vender vi os til en lidt neermere
betragtning af det duale problem og hvad det kan bruges til.

2. Lineare programmeringsproblemer, eksempler

Det kommer n@ppe bag pa nogen, at opgaver gaende ud pa at maximere en lineer
funktion under bibetingelser givne ved line®re uligheder optreder ganske hyppigt
1 gkonomiske problemer.

Eksempel 2.1

Den klassiske situation er virksomheden, der producerer to produkter, som s&lges til faste priser,
lad os sige henholdsvis 7 og 13 kroner pr. stk., og som har givne stykomkostninger, som ikke
afhenger af produktionens omfang, pa henholdsvis 5 og 8. Denne virksomhed forventes nu at
strebe mod maximal vardi af profitten

(7 — 5)561 + (13 — 8)1’2 = 2x1 + 5x2,

hvor produktionen af vare 1 og 2 betegnes med henholdsvis 1 og zo. Pa det korte sigt, under
hvilket problemet betragtes, er der endvidere nogle kapacitetsbegransninger, der skyldes, at hver
af produkterne legger beslag pa en vis maengde af to forskellige ravarer, af hvilke der findes
et begrenset lager. Lader vi rdvareforbruget pr. produceret enhed vare henholdsvis 0.3 og 0.7
for den fgrste vare, og 1.2 og 1.3 for den anden, og forudsattes de to ravarer at veere til stede i
mangderne 10 og 13, har vi de to bibetingelser

0.3z1 +1.222 <10
0.721 + 1.3z2 < 13

Hertil kommer naturligvis den oplagte betingelse, at de producerede mangder ikke ma vere
negative. Ialt har vi siledes et optimeringsproblem:

max 2x1 + 5xo
under bibetingelserne
0.3z1 +1.222 <10
0.7x1 + 1.3z2 < 13
1 > 0,2 >0

Der er en line@r funktion, der skal maximeres, der er to line®re bibetingelser, og der er
ikke-negativitetsbetingelser pa alle variable. Dette er s rendyrket et LP-problem, som man vel
kan tenke sig.
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Eksempel 2.2

Kostplan-problemer drejer sig om at sikre en forsyning c1, . . . , ¢m, af forskellige neringsstoffer,
der er indeholdt i diverse fgdevarer, pa billigste made. Antag f.eks., at vi skal forsyne bgrnene
i en vuggestue med kalk, protein og kulhydrater, hvoraf hver enkelt barn skal have henholdsvis
3,5 og 4 enheder pr.dag. Vore muligheder er at indkgbe melk, havregryn, rugbrgd, Coca-Cola
og Kinder-malkesnitter. Det har vist sig, at disse varers indhold af kalk, protein og kulhydrat er
som anfgrt:

malk havregryn rugbrgd Coca-Cola malkesnitte

Kalk 23 1.2 0.3 0.1 0.2
Protein 3.1 42 3.1 0.0 0.3
Kulhydrat 1.1 43 22 10.5 9.1

Priserne pa de fem produkter er henholdsvis 2.50, 1.50, 1.25, 6.50 og 7.50 pr.enhed; ialt har vi
derfor et minimeringsproblem af formen:

min 2.5y1 + 1.5y2 4+ 1.25y3 + 6.5y4 + 7.5y5
under bibetingelserne

2.3y1 + 1.2y2 + 0.3ys + 0.1y4 + 0.2y5 > 3
3.1y1 +4.2y2 +3.1y3 +0.3ys > 5

1.1y1 +4.3y2 + 2.2y3 + 10.5y4 + 9.1ys > 4
y; >0,7=1,...,5.

(Enhver lighed hos dette eksempel med virkelighedens verden er naturligvis tilfaldig). Vihar her
at ggre med et minimeringsproblem, hvor visse line&re bibetingelser ikke ma overskrides. Men
bortset fra det med minimeringen og retningen af ulighederne sva rer det til det fgrste problem.
At vi betegner variablene med y; i stedet for x; kan sidan set vaere ligegyldigt, men der er en
vis ide ogsa i det, som vi senere skal se.

Som det antydes af eksempelvalget, vil man normalt fgrste gang stgde pa
et LP-problem 1 forbindelse med en erhvervsgkonomisk problemstilling. Det har
dog mere at ggre med, hvorledes fagene introduceres, end med anvendeligheden af
LP. Det klassiske LP-problem, kostplan-problemet (Eksempel 2.2) der var blandt
de fgrst formulerede, er et typisk gkonomisk problem om forsyning af flere typer
varer.

3. Lineare programmeringsproblemer, definition
Helt generelt kan et line@rt programmeringsproblem skrives som

max c1xi1 + -+ CchTn

under bibetingelserne
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a1, + -+ arpxy, < by

(1)

am1x1+"'+amnxn Sbm
z12>0,...,2, >0

Herer z4, ..., x, de n variable i problemet. Koefficienterne c4, . .., ¢,, giver
os kriteriefunktionen

Z2=C%1+ ...+ CpTn,

som skal maximeres. P4 matrixform kan det skrives

max c'z

under bibetingelserne
Ax <b

x>0

idet tegnet * stér for transponering.

Et LP-problem skrevet op som ovenfor (hvor alle bibetingelser er skrevet med
ulighedstegn <) siges at vaere pa kanonisk form. Det er ikke sikkert, at et problem
opstaet i en praktisk anvendelse ser sddan ud; Nogle af bibetingelserne kan have et
ulighedstegn, som vender den anden vej (>), eller kan vere givet ved =.

Den sidste variant er som bekendt specielt interessant, nar man skal 1gse LP-
problemer ved simplex-metoden. Vi siger at et LP-problem er pa standard form,
hvis det har fglgende udseende

max c1xq{ + -+ CpTp
under bibetingelserne

a1, + -+ a1pxy, = by

Am1T1 + *° + Gmn Ty :bm
r1>0,...,2, >0

eller, skrevet pa matrixform,

max Ct i

under bibetingelserne
Axr =b
x>0
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Et LP-problem pa kanonisk form kan ggres til et LP-problem pa standard form ved
at indfgre nye variable (de sakaldte slack-variable) x,, 11, ..., Zm4n, én for hver
bibetingelse. At den fgrste ulighed i (1) skal vere opfyldt, er jo ensbetydende med,
at

a1171 + -+ a1pTp + Tpp1 = by

for en vis ikke-negativ verdi af den nye variabel x,,41; tilsvarende for hver af de
andre uligheder. Ialt far vi den helt &kvivalente formulering af problemet:

max c1x{ + -+ CpTyp
under bibetingelserne

a1121 + -+ apnTy + Tpy1 = by

Am1T1 + -+ amnTy + LTpn4+m — bm

21 20,...,Zp4m >0

Dette er tydelig nok et LP-problem péa standard form; skrevet pa matrixform bliver

det
maxc' T

under bibetingelsen

AZ =D
x>0
hvor
a1 a2 ... ai, 1 0 0
_ a1 ao9 ce aon 0 1 0
A= ,
Am1 Am2 ... Qmnp 0O 0 ... 1

med de sidste m sgjler udggrende en (m x m) enhedsmatrix, hvor ¢ er (n + m)-
vektoren ¢ med nuller pa de sidste m pladser, og hvor Z er en vektor af n + m
variable.

Tilsvarende kan man omskrive et LP-problem pa standard form, s& at det
kommer pa kanonisk form. For hver ligning i bibetingelserne, saledes f.eks. ligning
11(2), har vi, at

ai1r1+ ...+ ajpx, = b;

er opfyldt, netop nar begge ulighederne
ai1T1 + ...+ ATy < b

ai1T1 + ...+ ATy > by
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er opfyldte. Den sidste ulighed vender ganske vist forkert i forhold til kravene i den
kanoniske form, men det klarer vi ved at skifte fortegn, dvs. ved at gange med —1
pé begge sider, sdledes at vi far

—Q;1 L1 — ... — Qindn S _bi-

Dermed har vi omformuleret bibetingelsernes n ligninger til 2n uligheder, og vi har
faet problemet pa kanonisk form. Ganske vist har vi undervejs et féet et problem,
der kan genere os lidt i sammenh@ng med simplex-metoden, nemlig at nogle af
koefficienterne b; kan vere negative, men det kan vi klare hen ad vejen.

Vi skal bruge lidt terminologi: En vektor z, der opfylder bibetingelserne,
kaldes en brugbar lpsning; hvis den maximerer kriteriefunktionen blandt alle
brugbare Igsninger, kaldes den en optimal lgsning.

Det er ikke sikkert, at der overhovedet findes brugbare 1gsninger; det ggr der
f.eks. ikke, hvis bibetingelserne strider mod hinanden, som i tilfeldet

1
—2

T+ 10 <
—x1 +x9 <

hvor det ses, at zo ma veare negativ, for at begge uligheder kan vere opfyldte.

Selvom der findes brugbare lgsninger, behgver der ikke at vere optimale; det
hanger sammen med, at problemet kan vere ubegreenset, som det er tilfeldet i
folgende eksempel:

maxxi + o

under bibetingelserne
r1 — 2x9 = 17

x1 20,29 >0

Her vil vi kunne opna vilkarligt store kriterievaerdier: Nar blot

.271—17
2 Y

To —

kan z; velges vilkarligt stor uden at bibetingelserne er overtradt, og kriteriefunk-
tionens vardi bliver da

117 _3 17
9 97l gy

1+

der klart nok er ubegrenseti .
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Dualitet. Line@re programmeringsproblemer optrader sa at sige altid i par; til et
LP-problem (i denne forbindelse kaldt “primert™)

max ci1x1 + -+ cpxy
under bibetingelserne

a11Ty + -+ a1y, < by

am1$1+"'+amn$n Sbm
r1>0,...,2, >0,

hgrer der et dualt LP-problem, nemlig

min b1y1 + -+ bmYm
under bibetingelserne

a11Y1 + -+ AGm1Ym > C1

alny1+”’+amnym ch
y1 > 0,...,Ym = 0.

Der er indfgrt nye variable vy, ..., ¥, 0g der minimeres, men igvrigt er koeffi-
cienterne, savel i kriteriefunktion som i bibetingelser, de oprindelige, blot er der
ordnet om pa dem. Sammenh@ngen kommer klart frem, hvis henholdsvis primart
og dualt LP-problem skrives pa matrixform,

Primart problem: Dualt problem

max clx min b'y

under bibetingelserne under bibetingelserne
Az < b ytA>ct

x>0 y >0

Det er let at se, at hvis « er en brugbar Igsning til det primare problem og y en
brugbar Igsning til det duale, da ma der geelde, at

c'r < (y'A)x = y'(Az) < y'b = 'y,

sa kriteriefunktionen i det primere problem altid er < vardien af kriteriefunktionen
1 det duale.

Der gelder mere endnu, nemlig den sdkaldte hoveds@tning om line®r pro-
grammering, som vi faktisk vil fa et bevis for i forbindelse med vor diskussion af
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simplex-algoritmen: Hvis bade det primare og det duale problem har en brugbar
lgsning, da har de begge en optimal Igsning, og for disse er verdien af kriteriefunk-
tionerne ens. Hvis ét af problemerne ikke har en brugbar Igsning, da har ingen af
dem en optimal lgsning.

4. Simplex-algoritmen (1): Basislgsninger

I det generelle tilfalde med n variable har vi brug for en metode, der giver os
mulighed for systematisk at flytte fra en brugbar basislgsning til en anden, séledes
at kriterievaerdien forbedres undervejs. En sddan metode er simplex-metoden, som
vi vil forklare i dette og n®ste afsnit.

Udgangspunktet er et LP-problem pa standard form,

maxc'z

under bibetingelserne
Axr=1>

x>0

Det antages, at alle b; er ikke-negative (i modsat fald kan den pagaldende ligning
ganges igennem med —1 uden at det @&ndrer noget ved me@ngden af lgsninger).
Vi skal 1 fgrste omgang kun interessere os for systemet af bibetingelser

Ax =0b, x > 0.

Dette er nesten et almindeligt problem om lgsning af et antal linezre ligninger,
noget som kan ggres f.eks. ved at Igse en enkelt ligning og substituere 1 den n&ste
osv. Vi skal dog ogsa holde styr pa, at vi hele tiden kun har ikke-negative 1gsninger.

I alt det fglgende antages det, at m < n og at der er m line®rt uathengige
rekker i matricen A. Det betyder, at der ikke er nogen rekke, der kan fas som en
linearkombination af de gvrige. Var der det, kunne vi blot smide den vak.

Vi indfgrer betegnelsen en basis for en samling af m line@rt uathengige sgjler
fra A. Skriver vi j’te sgjle som A;, vil en basis altsd kunne skrives som

B={A;,...,4;. },

hvor der er udtaget sgjler med index ji, ..., j.. En basislgsning hgrende til B er
en Igsning z til ligningssystemet Az = b, sdledes at z; = 0 for j & {j1,...,Jm}
(koefficienter hgrende til ikke-basissgjler er nul). En brugbar basislpsning hgrende
til B er en basislgsning med ikke-negative koefficienter.
Skrives m x m matricen af basissgjler fra B som B, og er x en basislgsning,
har vi
Bz =bellerz = B~ 'b.

20



De to ligninger kan ogsa skrives som
b=) x;B;, x=) bi(B);,
i=1 '

J=1

hvor B;, henholdsvis (B _1) j,erden j’te sgjle i B, henholdsvis B —1 den inverse
matrix til B. Simplex-metoden gér i al korthed ud pa at flytte sig fra en brugbar
basislgsning til en anden, séledes at kriteriefunktionens vardi hele tiden vokser. Nar
man ikke kan gge kriteriefunktionen ved at flytte til en anden brugbar basislgsning,
har man et optimum.

For at udfgre disse ting i praksis ma vi have en bekvem regnemetode. Den fas
af det sakaldte simplex-tableau. Tableauet har m+ 1 r&ekker og n+1 sgjler; dereren
s@jle (den fgrste) svarende til vektoren b samt en sg@jle for hver variabel. Tilsvarende
er der en rekke (den gverste) til vektoren c og en rekke til hver bibetingelse. Det
gverste hgjre hjgrne i tableauet star tomt i fgrste omgang:

Cl .« .. Cn
b1 a1 v+ Qi
bm am1 e Amn

Sgjlen af b-koefficienter ma ikke indeholde negative tal; ellers er der ingen betingel-
ser pa koefficienterne. Vi vil i fgrste kun se pa de nederste m rakker, sa vi udelader
rekken med koefficienter fra vektoren c. Lad os 1 starten antage, at vort tableau er
saledes, at de sidste m sgjler udggr en enhedsmatrix, dvs. at vi har tableauet

by ar o @ipem 1 -0

b m1 Gmpem 0 oo 1

Hvis de sidste m variable var slack-variable af den type, vi brugte for at bringe
problemet fra kanonisk til standard form, vil tableauet se ud netop pa denne made.
Vi ser, at de sidste m sgjler netop giver os en basis — vi har at b kan skrives som
en ikke-negativ linearkombination af sgjlerne A,,_,,+1,...,A4,, nemlig pa den
trivielle made

b= blAn—m—l—l + -+ bmAn
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Eksempel 2.3

Betragt det line®re programmeringsproblem

max 2x1 + 2x2 + x3
under bibetingelserne
x1 + a2+ 223 <2
41 + 222 + 23 < 4
x1 + 222 + 23 < 2
x1,x2,x3 > 0.

For at kunne lgse problemet ved simplex-metoden skal vi fgrst omskrive til standard form, idet
vi indfgrer nye slack-variable x4, x5, 6 svarende til hver ulighed, hvorefter vort problem ser
séledes ud:

max 2x1 + 2x2 + x3

under bibetingelserne

r1 + 22 + 223 + T4 = 2

4z + 222 + 23 + 25 =4
1+ 2x2 + 23 + 16 = 2

r1,T2,T3,%4,T5,Te > 0.

Opstillet i tableau-form fér vi fglgende:

Bemerk, at de tre sidste sgjler udggr en enhedsmatrix. Det vil altid vere tilfeldet, nar der er
fajet slack-variable til problemet svarende til samtlige bibetingelser.

Basislgsningen er altsd (x1,...,%,) = (b1,...,by), s yderste venstre sgjle
angiver lgsningen: Tallet i rekke 7 er verdien af den variabel fra basis, hvis
tilhgrende sgjle har ettallet i i’te rekke. Dette er et gennemgaende feenomen ved
simplex-tableauet; man kan altid aflese den aktuelle basislgsning.

Der kan lases mere endnu: Tager vi en sgjle A j>som ikke er 1 basis, har vi, at
dens koefficienter er a;; er de tal, som basissgjlerne skal ganges med for at {4 j’te
sgjle frem. Igen er det naturligvis helt trivielt for vor starttableau, men det er det
ikke, nar vi begynder at @ndre pa det.

Andringer i tableauet sker pa en eneste made, nemlig ved raekkeoperationer.
Man ma gange en vilkarlig rekke med et tal (positivt eller negativt) og legge til en
vilkarlig anden raekke. Hvis dette er gjort sdledes, at det tableau, som kommer ud
af det, har en basis i form af enhedsvektorer stdende i passende sgjler {ji,...,Jm}
(saledes at disse giver et ettal i hver af reekkerne, ikke ngdvendigvis i nummerorden),
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kan vi stadig aflese basislgsning af yderste venstre sgjle, og inde i tableauet kan vi
aflese de oprindelige s@jlers koefficienter i den nye basis.

I det fglgende vil vi overalt bruge notation b, A, B osv. for vektorer og matricer
lavet af koefficienterne fra det oprindelige problem angivet ovenfor. Vi bruger
samme bogstaver, men med en ~ fgjet pd, til at angive koefficienter i et simplex-
tableau lavet fra det oprindelige ved hj&lp af passende mange rakkeoperationer. I
hvert sddant tableau har vi, nar B er matricen hgrende til basis, at yderste venstre
s@jle er den aktuelle basislgsning,

b= i b;B;,
j=1

(idet ; = 0 hvis j ikke er en sgjle fra den aktuelle basis, og j’te sgjle i tableauet
er den oprindelige sgjle j’s koordinater i1 den aktuelle basis:

m
Aj: E aq;qu;.
1=1

Disse sammenhange fglger af, at vi har brugt reekkeoperationer til at fa en basis
frem. Vi skal bruge dem i det fglgende.

Hermed har vi varktgjet til at forklare simplex-metoden: Lad os antage, at
vort tableau efter diverse r&kkeoperationer er fglgende:

b | an o au
[)m Gt .
og at der er en basis svarende til sgjlerne {j1, ..., 7, } . Den tilhgrende basislgsning

2 antages at have alle koordinater svarende til basis strengt positive.

Vi gnsker at @&ndre pa vor basis B ved at inddrage en ny sgjle A;. I sa fald
ma vi droppe en af de eksisterende sgjler, for der kan ikke vare flere end m, hvis
sejlerne skal vare line@rt uafhengige. Vikan dog ikke fjerne en sgjle fra den gamle
basis pa vilkarlig made; der skal tages hensyn til, at vi skal kunne skrive b som en
ikke-negativ linearkombination af de nye basissgjler.

Vi har som bemarket ovenfor, at

b="b1Aj, +- - +bnA,, (1)

med IA)Z > 0, ¢ = 1,...,m. Videre har vi, at enhver sgjle A; kan skrives som en
linearkombination af basissgjlerne, nemlig som

Aj =aijA + -+ amjdj,
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eller

0=\, =\ a4, (2)

1=1

hvor vi har flyttet rundt pa leddene og ganget pa begge sider med et (positivt) tal
A. Vi ved ikke noget om fortegnene pa koefficienterne a,j, . . ., Gy,;, men hvis vi
legger (1) og (2) sammen, far vi, at

i — Aaij)Aj, + AAj,

=1

og dette udtryk forteller os, at nar tallet A er > 0 og meget lille, sa vil alle
koefficienter vere ikke-negative. Velger vi tilmed A\ pracist sa stort, at netop
én af koefficienterne til de gamle basissgjler bliver O, fir vi en ny basis med A; inde
og en af de gamle ude. Den pracise vardi af A er

b
A= min -
j:a;;>0 Qgj

I simplex-tableauet svarer det til, at vi rekke for rekke danner forholdet mellem
koefficienterne i yderste venstre sgjle og 1 den potentielle basissgjle, med mindre
den sidste er O eller negativ. Vi velger da den rekke, for hvilket det resulterende
tal er mindst (er der mere en én sadan reekke, velges den gverste af dem). Vi ved
nu, hvilken basissgjle som skal ud, nemlig den, der har ettallet i den pageldende
rekke.

Dette klarer basisskift i den situation, hvor den aktuelle basislgsning b ikke
har nogen koefficienter, som er nul. Hvis der er en sidan, f.eks. b;, = 0 kan vi
ikke bruge argumentet ovenfor, men vi kan da blot lade den nye sgjle ga ind i basis
i stedet for den i(’te, igen med den tilhgrende koefficient lig nul. Der er sddan
set ikke sket nogetsomhelst, men det er praktisk alligevel at betragte dette som et
basisskift, og i tableauet fungerer det helt pa samme made.

Hele operationen kaldes et pivotstep, og man siger, at vi pivoterer omkring det
s@rlige element i tableauet valgt ovenfor.

5. Simplex-algoritmen (2): Valg af ny basissgjle; optimalitet

Vi ved nu, hvorledes vi flytter fra en basis til en anden. Der resterer at forklare,
efter hvilket kriterie vi udvaelger den nye sgjle til basis.

Her skal vi bruge den fgrste rekke i simplex-tableauet. Vi vil igen antage, at
vort fgrste simplex-tableau er sddan, at de sidste n — m variable er slackvariable;
da de ikke indgik 1 det oprindelige LP-problem, er de tilhgrende koefficienter i
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Eksempel 2.4

Antag, at vi i tableauet fra sidste eksempel, som her er gengivet uden gverste rekke,

2|11 21001

gnsker at skifte den f@rste sgjle ind i basis. Vi sammenligner da tallene i b-sgjlen divideret samme
rekkes tal i den betragtede sgjle; det giver os henholdsvis

2 2 4 1 2
—_ = , — = () —_ = .
1 T

Det mindste af disse tal er 1, s vi skal pivotere om elementet i forste sgjle, anden raekke.
(Bemerk, at alle tal i den betragtede s@jle var positive; hvis der havde varet negative tal eller O,
skulle de pagaldende reekker ikke indgé i sammenligningen.)

Fgrst divideres der igennem i anden ra&kke med pivotelementet 4. Det giver os en r&kke

N
=
=

med et ettal pa pivotelementets plads. For at fa nul i fgrste sgjle pa de gvrige pladser kan vi
trekke den nye anden rakke fra henholdsvis fgrste og tredie raekke. lalt giver det os tableauet

1 7 1
T I R
1 1 1
112 o Lo
3 3 1
1o 2 30 -1

Talt er der, som man kan se, sket det, at fgrste s@jle er kommet ind i basis i stedet for den femte
sgjle. At det var femte sgjle, der skulle ud af basis, fandt vi faktisk ud af, allerede da vi fandt
pivotelementet. Det stod nemlig i anden raekke, og hvis vi gik hen til den basisvektor, der havde
sit ettal i denne rekke, ville vi netop vare kommet til rekke fem.

Ved vort basisskift har vi faet en ny brugbar basislgsning frem i b-sgjlen. Der star nemlig
Igsningen x4 = 1,1 = 1,2 = 1 (og resten lig nul).
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vektoren c alle nul;

1 Cnem O - 0
by a1 o @i 1 -0
b, Umi Gmpem O - 1

Som tidligere bruger vi “-notationen for koefficienter i de efterfglgende tableauer,
hvor der er udfgrt rekkeoperationer. Bemark, at der dermed ogsa vil komme tal i
gverste venstre hjgrne. Dette tal skriver vi som —z (idet z selv bliver ikke-negativ).
At inddrage den gverste re&kke @ndrer ikke noget ved operationerne omkring
basisskift. Det eneste, der skal fgjes til, er at man ved hvert basisskift skal sgrge
for, at ¢-koefficienterne i basissgjlerne er 0.
Antag nu, at vi efter et antal basisskift har tableauet

C1 . Cn,
b1 aii Q1n
bm am1 e Amn

Ved forskriften om nul i gverste reekke af basissgjler opnar vi, at

m

Cj = Cj — E ciaij,
i=1
hvor der summeres over den aktuelle basis. Vinoterer os nu,ata;; fori =1,...,m

er den j’te s@jles koordinater i den aktuelle basis. Vi kan derfor fortolke udtrykket
ovenfor: c¢; er gevinsten (malt i kriteriefunktionen) ved at bringe én enhed af sgjle j
ind i basis; andet led er tabet (igen malt i kriteriefunktion) ved at lade denne enhed
ga ind, for vi ma jo sa til gengeld lade tilsvarende meget af den gamle basis ga ud.
Det er nu oplagt, at vi alt i alt fir en gevinst ved at bringe sgjle j ind, nér ¢; > 0,
ellers ikke.

Det fgrer os til vort kriterie for at bringe en ny sgjle ind i basis: Valg blandt
alle de sgjler udenfor basis, for hvilke ¢; > 0, den sgjle med stgrst vaerdi af ¢; (er
der flere af dem, da v&lg den l&ngst til venstre i tableauet). Hvis der ikke er nogen
spjle med ¢; > 0, er vi feerdige.
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Vi far igvrigt den optimale verdi af kriteriefunktionen serveret i tableauet: I
gverste venstre hjgrne har vi nemlig

m
—Z = — E bici
=1

og da b netop er ikke-nul-elementerne i lgsningen Z, far vi z som den aktuelle
kriterievaerdi. Er vi néet til sidste tableau, hvor vi ikke kan komme videre, er Z den
optimale lgsning, z den optimale kriterievaerdi.

Der er en lidt teknisk pointe i forbindelse med simplex-algoritmen: Vi kan
se fra konstruktionen i det foregdende, at kriteriefunktionens verdi aldrig falder i
forbindelse med et basisskift. Den kan dog forblive u@ndret, noget som sker hvis
man fra en situation, hvor der var nuller i basislgsningen, skifter over til en anden
basislgsning med nuller. Dette sker der ikke noget ved i sig selv, men selve det
forhold, at kriteriefunktionen ikke vokser ved hvert basisskift, abner en teoretisk
mulighed for, at man kan skifte basis en del gange og derefter vaere kommet tilbage
til en basis, men allerede har haft. Det ville betyde, at algoritmen har cykler, gar i
ring, en ganske ubehagelig egenskab, som man helst vil vaere foruden.

Hvad angér simplex-algoritmen, s kan den slags undgas ved en passende
specifikation af, hvad man skal ggre i situationer, hvor der er mere end én mulighed
for at velge (sgjle eller rekke). Denne specifikation kan ske pa forskellig made;
den, som er valgt i1 teksten, kaldes Bland’s anticykling-algoritme.

Vi kan nu sammenfatte simplexalgoritmen 1 fglgende trin:

1. Klarggring: Opstil det fgrste simplex-tableau. Sgrg for,
at b-sgjlen er ikke-negativ, at der er en basis svarende til
enhedsvektorer, og at gverste raekke har O 1 basissgjlerne.

2. Inddrage ny sgjle: Sa lenge der er en sgjle, sa den
tilhgrende koefficient er positiv, gennemfgres dette og neste
trin: Valg den sgjle j, som har stgrst koefficient i fgrste rekke
(hvis der er flere, veelg den som star lengst mod venstre).

3. Pivotstep: Valg den rekke ¢, for hvilken forholdet l;i Qi
er mindst (idet der kun ses pa rakker, hvor a;; > 0). Lad sgjle %
erstatte sgjle j i basis, dvs. lav rekkeoperationer saledes at 75 ’te
element bliver 1, og alle andre elementer i j te s@jle (inclusive
elementet i gverste raekke) bliver 0.

Dermed har vi alle elementer i simplex-algoritmen paner et enkelt: Hvad ggr
man, hvis problemet i sin oprindelige udgave er sadan, at der ikke skal tilfgjes
slackvariable, og man ikke umiddelbart har en basis 1 sit starttableau?

At dette er et reelt problem, bliver is@r klart nar problemets dimension er
passende stort; for problemer med to-tre reekker kan man nok finde en basis ved at
prgve sig frem, men generelt ma man have en fast procedure.
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Eksempel 2.5

Lad os regne vort gennemgdende eksempel helt igennem ved hjelp af simplex-metoden.
Starttableauet var

Tableauet er allerede klargjort, idet der er en basis (de sidste tre sgjler), og koefficienterne i
c-rekken hgrende til basissgjler er alle 0.

Vi ser, at bade fgrste og anden s@jle har maximal koefficient i c-rekken, nemlig 2. Vi
velger da den med lavest nummer, dvs. sgjle 1.

Vi har i tidligere set, hvordan vi finder pivotelement og tilpasser tableauet; der skal her
blot ogsé skaffes et 0 i c-reekken, hvilket sker ved at gange den nye anden rekke med 2 og traekke
fra c-rekken. Resultatet bliver

1 1
210 1 30 -3 0
1 7 1
1ol 1 Lo
1 1 1
11 i lo Lo
3 3 1
1o 3 30 -1

I det nye tableau har anden sgjle den stgrste positive c-koefficient og skal altsa ind i basis. Der
pivoteres om elementet i tredie raekke, og vi far tableauet

8 0 0 0 0 1 2
3 3 3
2 3 1 1
3 00 2 1 6 3
2 1 1
3 1 0 0 0 3 —3
2 1 1 2
3 0 1 3 0 — 5 3

I dette tableau har c-reekken udelukkende ikke-positive elementer. Det betyder, at vi har naet
den optimale lgsning. Denne kan afleeses i b-sgjlen til

2 2 2
x1=—,Ta=—, Tg4 = —,
L e L
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Eksempel 2.5, fortsat

og de gvrige variable lig nul. Da det kun er de fgrste tre variable, der er af interesse, kan vi altsa
konkludere, at lgsningen til det oprindelige problem i eksempel 7.1 bliver

2
, 2 = —, x3 = 0.

3

wil N

1 =

Man gor felgende: Antag, at det oprindelige problem er pé standard form.
Tilfgj m nye slackvariable x;, , 1, ..., x;,,,,0g opstil hjelpeproblemet

/

/
maX—ZCn+1—"'—$n+m

under bibetingelserne
Az + 12" =b
x >0, x> 0.

Dette er et nyt LP-problem pé standard form. Det er uheldigvis lidt stgrre end det
oprindelige, men det har til gengald den fordel, at vi umiddelbart kan nedskrive et
simplex-tableau med en basis i de sidste m s@jler.

Der kgres nu simplex pa hjelpeproblemet, hvorved der kan ske tre forskellige
ting:

(1) P4 et tidspunkt har vi en basis af sgjler svarende til de “gamle” variable,
saledes at alle slackvariablene er drevet ud af basis. Da har vi klart nok ogsa en
basis i det oprindelige problem. Da det var det, vi manglede, kan vi nu ga i gang
med det gamle problem.

(2) Den optimale Igsning til hjelpeproblemet indeholder slackvariable pa ikke-
nul niveau, svarende til at kriterieverdien 1 maximum er negativ. Da vil der ikke
vaere nogen brugbar basislgsning til det oprindelige problem, for i s fald ville vi
have en optimal lgsning i vort hjelpeproblem med kriterievardi 0.

(3) Vi fér en optimal Igsning til hjelpeproblemet med z = 0, men nogle af
slackvariablene er i basis pa nul-niveau. I denne, lidt specielle situation har vi en
brugbar lgsning til det oprindelige problem, men vi mangler nogle sgjler for at have
en basis. Her kan man komme pé plads ved at inddrage vilkarlige sgjler og bytte ud
mod slackvariabel-sgjlerne (der skal blot vere noget forskellig fra O pa 75 ’te plads,
hvis sgjle j skal ind i stedet for basissgjle 7).

Minimering. Til afslutning vender vi tilbage til problemet om minimering i stedet for
maximering. Som vi tidligere har set, kan minimering af funktionen f gennemfgres
som maximering af —f. Oversat til simplex-tableau betyder det, at vi blot skal
starte med et fortegnsskift pa alle c-koefficienter og derefter gennemfgre simplex
ganske som tidligere. Lgsningen vil da fremkomme som sa&dvanlig; eneste forskel
fra tidligere er, at vi tilsvarende skal vende fortegn pa den optimale kriterieverdi,
hvilket igvrigt betyder, at den kommer direkte frem 1 gverste venstre hjgrne.
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Alternativt kan man ogsé operere med en sarlig simplex-rutine for minimer-
ingsproblemer. I sa fald skrives de rigtige c-koefficienter i gverste r&ekke, men ved
afggrelsen af, hvilken sgjle som skal ind 1 basis, er det nu den med mindst mulig
koefficient, der skal hentes ind, og vi har en optimal lgsning nar alle koefficienter
er positive. Alt andet er som ved simplex for maximeringsproblemer. Denne sidste
procedure er igvrigt helt &kvivalent med den ovenfor, si det er en smags sag, hvad
man valger.

6. Mere om dualitet

Simplex-tableauet giver os endnu en information (foruden optimal basislgsning og
optimal kriterievaerdi), nemlig lgsningen til det duale problem.

Til dette formal er det vigtigt at starte med et klargjort tableau

1 Chom O o 0
by a1 o @i 1 -0
by Umi Gmpem O 1

Nar der gennemfgres en hel reekke af pivotstep, vil tableauet fa nye koefficienter;
specielt vil der i gverste raekke typisk ikke laengere sta 0 pa de sidste m pladser,
men passende tal ¢,,— 41, -, Cn.

Det forste, vi kan notere os, er at vektoren cg af koefficienter ¢,,_,, 4 ; hgrende
til slackvariablene kan skrives som

Cs = —CtBB_l,

hvor cp er vektoren af oprindelige c-koefficienter til den aktuelle basis, og B er
matricen af sgjler hgrende til denne basis. Vi far heraf, at

m
> en-myibi = b =—cyB b= (',
=1

hvor z er den aktuelle brugbare basislgsning.

Som man kan se, er der her en mulighed for at ggre prgve, idet vi abenbart
skal have, at E:’il Cn—m+ibi = —z. Veardien af denne prgve skal dog ikke
overvurderes; den fanger ikke alle tenkelige regnefejl, og det er da heller ikke
derfor, at c-koefficienterne hgrende til slackvariablene er interessante.
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Pointen er, at nar vi har den optimale Igsning, er —¢,,_,,,+; fori =1,...,m
den optimale lgsning til det duale problem. Disse tal er for det fgrste ikke-negative;
ellers ville vi jo ikke vare i optimum. De giver ogsa en brugbar lgsning til det duale
problem, for hvis vi tager j’te sgjle i A, har vi

(—éts)AJ = CtBB_lAj.

Nu er sidste led netop det, der skal trekkes fra c; for at fi ¢;. Men da vi var i
optimum, er alle ¢; ikke-positive, hvilket betyder, at der ma gzlde

CtBB_lAj > ¢

for alle j, dvs. —¢% er en brugbar Igsning til det duale problem.
Det er ogsé en optimal Igsning: Lad nemlig y € R med y > 0 vare siledes

at
y'A >

da dette er en ulighed, som holder for hver af de n koordinater, ma den specielt
holde for dem, der hgrer til den aktuelle basis, og vi kan skrive dette som

y'B > cl.

Vi bruger nu, at vi har en optimal Igsning & med ikke-nulelementer svarende til
vektoren b; ganges hver af de m uligheder med b >0,i=1,...,m, og legges
sammen, fas — idet der benyttes at b= B 1b-at

y'BB~b > clgb,

der ogsa kan skrives som
y'b > c'a = —ékb,

hvoraf vi ser, at enhver brugbar lgsning til det duale problem ma have mindst lige
sa stor kriterievaerdi som vektoren —¢g.

Denne egenskab ved simplex-metoden, at den giver de duale variable som
et automatisk biprodukt, er s@rdeles nyttig. Dels kan det ofte vaere netop disse
variable, man er interesseret i, dels har de tit en s@rlig gkonomisk fortolkning, som
kaster nyt lys pd det oprindelige problem. Det er derfor praktisk, at de kan afleses
umiddelbart.

Ser man n@rmere til, vil man af det foregdende faktisk kunne udlede et bevis
for den tidligere omtalte hoveds®tning for line@r programmering. Vi har ihvertfald
vist, at hvis det primere problem har optimal Igsning, da kan en sidan findes ved
simplex-metoden, som samtidig giver os en optimal 1gsning til det duale problem,
endda med samme kriterievaerdi. Resten af s@tningen kan fas ved at flytte lidt om
pa problemet; det overlades til leseren.
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Eksempel 2.6

I det gennemgaende eksempel kan vi finde lgsningen til det duale problem

min 2y; + 4y2 + 2y3
under bibetingelserne
y1 +4y2 +y3 > 2
y1 + 2y2 + 2y3 > 2
2y1 +y2 +ys > 1
Y1,y2,y3 > 0.

ved at aflese koefficienterne til slack-variablene:

8 1 2
-3 00 00 —3 -3
2 3 1 1
3 | 005 1 -5 —3
2 1 1
3 1 0 0O 5 —3
2 1 1 2
3|01 50 -5 3
Vi har dermed, at det duale problem har lgsningen
—0 1 2
y1 =Y, y2 = 3 y Y3 = 3 .

Bemark, at fgrste variabel har verdien 0, svarende til, at den indgik i den optimale Igsning til
det oprindelige problem. Det svarer fint til intutionen omkring skyggepriser som vardien af, at
bibetingelsen sl&kkes en smule: Hvis bibetingelsen ikke binder i den optimale Igsning, har man
heller ikke nogen glede af, at der bliver lidt mere “luft” i denne betingelse.

7. Opgaver

1. Lgs det linezre programmeringsproblem

max 2z + 3z + 3x3 + x4

under bibetingelserne
I —|— Io —|— T3 — 10
I —|— 2.T3 = 8

To+ax4=7

XL1,X2,T3,T4 Z 0

ved simplexmetoden. Bemark: Der er ikke nogen basis 1 slackvariable. Brug
standardmetoden til at finde en.

32



Den naste opgave er et eksempel pa sakaldt malprogrammering, hvor man tenker
sig, at beslutningstageren har flere mél, som han/hun gnsker opfyldt, men som ikke
kan opfyldes samtidig. Dette kan ofte med fordel formuleres som et LP-problem,
hvor hvert af mélene giver en bibetingelse, der sa kan over- eller underopfyldes. Det
sidste opnas ved at tilfgje to slackvariable i hver bibetingelse. Beslutningstagerens
holdning til over- eller underopfyldelse sgges da indfortolket i kriteriefunktionen.

2. En virksomhed producerer tre varer i arlige mangder x1, xs, x3. Disse varer
har dekningsbidrag pa henholdsvis 12, 9 og 15 pr. enhed, og der er beskeaftiget
henholdsvis 5,2 og 4 medarbejdere pr. enhed. Endelig er der et kapitalkrav (i form
af nyinvestering) pa 5, 7 og 8 pr.enhed.

Virksomheden har en mals@tning gadende ud pa, at profitten ihvertfald skal vere
pa 125, at beskaftigelsen skale vare 40, og at investeringerne ikke ma overstige
50.

Undersgg om mals@tningerne kan opfyldes samtidig. Hvis ikke, har ledelsen
meddelt, har ledelsen givet pointvaerdi pr.enhed afvigelse (idet stgrre pointtal er
udtryk for dérligere situation): Underopfyldelse af profitmal: 5, Overopfyldelse af
beskaftigelsesmal: 2, Underopfyldelse af samme: 3, Overopfyldelse af invester-
ingsmal: 3. De ikke anfgrte muligheder vurderer ledelsen som uden ulemper.

Formuler som LP og find lgsning.

3. En klinik behandler tre typer patienter ved genoptraening pa tre forskellige
maskiner; en standardbehandling pa en patient af hver type legger beslag pa
maskinerne i overensstemmelse med tabellen nedenfor:

Patienttype: 1 2 3

Maskine:
I 4 7 9
II 5 5 4
III 8 7 12

hvor tallene er opgivet i minutter. Klinikken er aben i 7 timer om dagen.

Klinikken drives af en velggrende institution, som selv visiterer patienter til
behandling. Malsa@tningen er at ggre antallet af patienter i den gruppe, der behandles
feerrest af, sa stort som muligt.

Opstil problemet som et LP-problem og lgs det.
4. Lgs LP-problemet
max 2x1 + 3x9 + 5x3
under bibetingelserne
3r1 + 229 + 23 < 4
1+ 2o+ 2x3 =28
r1 + Txe > 16

x1,x2,73 >0
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5*. Ettransportproblem (som vi skal se meget mere pa senere) gar ud pa at minimere

samlede transportomkostninger ved at flytte givne varemangder s1,...,5, 1 m
kilder til fastlagte efterspggsler t1, . . . , t,, i n terminaler,idet > ;" | s; = 377 t;.

Omkostningerne ved at transportere en enhed fra kilde 4 til terminal j er ¢;;.
Formuler transportproblemet som et LP problem og opstil starttableauet.
Formuler det duale problem. Vis, at hvis man til en basislgsning (m?j) 1 det

oprindelige problem kan finde tal 1, ..., ft;, 0g V1, ...,y S&

Hi V5 < Cij

0

med lighedstegn hvis :c?j er forskellig fra 0, da er Igsningen (x; j) optimal.

Her er lidt simplex-tr&ning:
6. En virksomhed fremstiller fire produkter, I, II, Il og IV. Om disse produkter
gelder fglgende:

I I 0O Iv
Salgspris, kr.pr.stk. 15 72 105 30
Stykomkostn., kr.pr.stk. 5 17 30 20
Maskintid ,min.pr.stk. 1 2 3 0
Elforbrug kWh pr.stk. 2 40 20 10

Virksomheden rader over en maskinpark, der kan arbejde i 3.000 timer pr.maned.
Af historiske arsager er virksomheden underkastet en rationering i elforbruget, der
ikke ma overstige 50.000 kWh om maneden. Endelig er der et affaldsprodukt,
hvoraf der opstir 1 mg pr. produceret enhed af vare I og II, men ikke af III og IV.
Der md maximalt udledes 500 mg af dette stof om maneden.

(1) Find optimal produktion i virksomheden.

(2) Hvis der udbydes tilladelser til yderligere udledning, hvor meget vil
virksomheden vare villig til at ofre pr. mg?

8. Litteratur

Linear programmering er s@rdeles grundigt beskrevet i litteraturen. Alternative
fremstillinger er f.eks. Hillier og Lieberman (1990). En ®ldre, men stadig
fremragende teoretisk gennemgang af dette (og tilstadende) emner findes 1 Gale
(1960).
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KAPITEL 3

Mere om line&r programmering

1. Indledning

I det foregdende kapitel har vi koncentreret os om simplex-algoritmen. I det
fglgende ser vi pa en rakke tilfgjelser og udvidelser. I fgrste omgang er der iser
tale om alternative mader at ggre det samme pa (dual simplex og revideret simplex),
men vi skal ogsé se nermere pa et par helt alternative forslag til, hvordan man lgser
linezre programmeringsproblemer (ellipsoid-metoden og Karmarkers metode).

Linear programmering er arbejdshesten i kvantitative metoder indenfor
gkonomi, og der er derfor ingen mangel pa anvendelser. I afsnit 5 ser vi n@rmere
pé en anvendelse, som har at ggre med et emne, der har aldrig svigtende aktualitet,
nemlig produktivitet i den offentlige sektor. Det drejer sig om den sakaldte DEA-
analyse, der er en metode til rekonstruktion af teknologien i en virksomhed udfra
et givet datasat, knyttet sammen med en méling af, hvorvidt en given produktion
er efficient. Det er i rekonstruktionsdelen, at der bruges line@r programmering, og
den anvendte metode har muligheder ogsa udenfor den konkrete anvendelse.

2. Dual simplex-metode

Dualitetsbetragtninger kan bruges til andet end at aflese skyggepriser; der er
situationer, hvor man med fordel kan vende hele problemet og Igse det ved simplex
set fra den duale synsvinkel.

Grunden til, at der opstar et behov for at lgse LP-problemet pa en anden
maéde, er, at betingelserne for simplex (i sedvanlig forstand) kan vare overtradt.
Narmere bestemt kan der optrade situationer, hvor vi har en lgsning, som godt nok
er optimal (alle c-koefficienter negative), men som ikke er brugbar: Som tidligere
navnt kreeves det hertil, at de koefficienter, der star i b-s@jlen, alle er ikke-negative.
Det kan maske umiddelbart vaere uklart, hvordan man kan have rodet sig ind i sadan
en situation, men den opstar ret naturligt i visse forbindelser; det skal vi senere se
eksempler pa.

Som regel kan man klare sidanne problemer ved at lave passende mange
rekkeoperationer; det er imidlertid temmelig kluntet og ikke egnet til systematiske
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lgsningsmetoder. Her kommer dual simplex ind.

Fremgangsmaden er egentlig ganske simpel: Vi skal ligesom i s@dvanlig
simplex skifte basissgjler ud, men vi vender proceduren om: I stedet for at hente
den “bedste” variabel udenfor basis ind, smider vi den “varste” variabel 1 basis ud.
Det, vi sa skal finde ud af, er at erstatte med en passende ny variabel, sdledes at
Igsningen forbliver optimal, men at negativiteten af koefficienter er forbedret. Man
ggr fglgende:

1. Brugbarhedsbetingelse: Fjern den variabel 1 lgsningen, som har den stgrste
negative koefficient.

2. Optimalitetsbetingelse: Velg reekken hgrende til variablen valgt ovenfor, og
betragt for hver sgjle, hvor der star noget negativt, det tilsvarende element i c-
rekken divideret med elementet i sgjlen. Da begge tal er negative, er resultatet > 0.
Velg variabel svarende til det mindste af disse tal.

Efter at have fundet pivotelement (svarende til en raekke, der gar ud, og en
s@jle, der gar ind) gennemfgres helt seedvanlige reekkeoperationer, hvorved tableauet
opdateres.

Eksempel 3.1

Betragt LP-problemet
min2x1 + x2

under bibetingelserne
3z1 +x2 >3
4dx1 + 3x9 > 6
1+ 222 < 3
z1, 22 20
Vi opstiller simplex-tableauet, idet der skiftes fortegn pa c-koefficienterne (jvf. afsnit 4) og der

indfgjes slackvariable i de tre bibetingelser (med fortegnsskift svarende til >). Vi far simplex-
tableuet

-2 -1 0 0 O

-3 -3 -1 1 0 0
—6 -4 -3 010
3 1 2 0 0 1

De negative elementer i b-sgjlen viser, at vi ikke har en mulig lgsning. Pa den anden side viser
c-rekken, at optimalitetsbetingelsen er i orden. Vi kan derfor bruge dual simplex.
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Eksempel 3.1, fortsat
Vi gnsker at fjerne 2. rekke, svarende til variablen z4. For at finde ud af, hvilken variabel, som
skal ind i stedet, sammenligner vi tallene

-2 -1

_4 ) _3 )
alle gvrige brgker falder bort pa grund af fortegnsbetingelserne. Da den sidste af dem er mindst,
skal vi velge denne. Pivotelementet er 2.r&kke, 2. sgjle, og det nye tableau bliver:

2| -2 00 —3 0
-1 | -2 01 -3 0
2 310 -2 0
-1 | -3 00 21

Vi har stadig ikke en brugbar Igsning, sa vi fortsetter. Lader vi x3 (gverste rekke) udga far vi,
at 1 skal ind, og det nye tableau bliver:

12 2 1
5 |00 -5 —5 0
3 3 1
5|10 -5 50
6 4 3
5 |01 5 -5 0
0]l00 -1 11

Lgsningen er nu bade optimal og mulig.

Der er egentlig ikke noget overraskende i, at vi kan lgse LP-problemer pa
denne made. Faktisk er den duale simplex jo blot simplex-metoden anvendt pa det
duale problem. Det nye er faktisk kun, at man under visse omstendigheder med
fordel kan starte med almindelig simplex og senere skifte over til dual simplex. Det
skal vi se et eksempel pa i et senere kapitel.

3. Revideret simplex

Som vi har set i det forrige kapitel, arbejder simplex-algoritmen sig gennem
successive omformninger eller opdateringer af et tableau, hvis stgrrelse er (m +
1) x (n + 1), hvor m og n er antallet af henholdsvis reekker og sgjler i matricen af
bibetingelser, nar problemet er bragt pa standard form. Det vil sige, at m er antallet
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af bibetingelser i det oprindelige problem, mens n er antal oprindelige variable plus
de eventuelt yderligere tilfgjede slack-variable.

Det er ret oplagt, at et given udgave af LP-problemet vil vere mere besvelig
at lgse, jo stgrre m og n bliver (en mere pracis formulering af dette kommer
senere, nar vi diskuterer beregningskompleksitet). Det fgrer pa sin side til, at vi
interesserer os for simplere omformuleringer af proceduren i simplex, noget som
af og til vil ggre det muligt at handtere “store” problemer pa en forholdsvis simpel
made. Vi skal senere se eksemler pa, at LP-problemer med en serlig struktur kan
lgses pa anden og nemmere made end med simplex. Her vil vi se pa en generel
metode til at systematisere simplex-beregningerne. Det er stadigvaek simplex, som
gennemfgres, men med et vesentlig mindre tableau. Man sparer opdateringen af
en masse variable, der viser sig ikke at skulle bruges til noget. Ved en omhyggelig
gennemgang af princippet 1 simplex-algoritmen vil det ses, at man faktisk ikke
behgver at opdatere hele tableauet i hvert beregningstrin. Man kan ngjes med at
opdatere i et tableau med m + 1 ra&ekker og m + 1 sgjler, idet de resterende n — m
s@jler kan rekonstrueres i det omfang, man har brug for dem. Og pointen er, at man
kun har brug for én ad gangen, nemlig den, der skal ind i basis.

Vi skriver (som sa&dvanlig) vort LP-problem som

max c1xq{ + -+ CpTp
under bibetingelserne

a1121 + -+ a1pxy = by

Am1T1 + *° + Omn Ty = bm

Ti1yeeeysTm >0

og antag, at koefficientmatricen er sadan, at de sidste m s@jler udggr en enhedsmatrix
(sddan som det vil vere, hvis bibetingelserne oprindelig var givne ved ulighedstegn,
og vi derefter tilfgjede slack-variable).

Vort fgrste tableau i den reviderede simplex-metode bestar da af fglgende:

_ZO O TR O
by 1 ... 0
by, 0 -+ 1

hvor vi kun har taget sgjler svarende til slackvariablene (eller generelt: svarende til
vor fgrste basis) med, samt randsgjlen med b;’erne.
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Vi noterer os nu, at efter et vilkérligt antal basisskift i den oprindelige
simplexmetode vil vi, hvis B er delmatricen af A svarende til den basis B, som
vi er naet frem til, pd pladserne i tableauet svarende til sgjlerne x,,— 41, .., Zn,
dvs. svarende til fgrste basis, have matrcen B~ 1.

For at fa koefficienterne i gverste, 0’te, reekke hgrende til sgjle 5 skal vi som
bekendt udregne

Cj = Cj — Zj = Cj — E xijCB(i)-

i€B
For sgjlerne svarende til x,,_y,+1, ..., %, fir vi, at vektoren z af z;’er kan findes
ved
2 =cgB1,
hvor cg = (cp(1), - - -, CB(m))» 0g for de @vrige sgjleer fis

-1
Zj :CBB A]‘,

hvor A; er den j’te sgjle i matricen A. Det ses heraf, at alle koefficienter i gverste
rekke kan rekonstrueres udfra kendskab til det allerfgrste tableau samt matricen
B!, dvs. den del af det opdaterede tableau, der svarer til de sidste m sgjler. Klart
nok kan vi ogsa rekonstruere de manglende sgjler (det har allerede varet brugt
implicit ovenfor), nemlig ved

.Z'j = B_lAj.

Vi kan nu skitsere gangen i revideret simplex: Dert startes med det oprindelige
tableau og den del, der skal benyttes fremover (vist ovenfor), og som vi her vil kalde
G (o). Det fgrste basisskift findes som vanligt i det komplette tableau.

I hvert trin h sker der en opdatering som fglger: Udgangspunktet er (m + 1) x
(m + 1)-tableauet G () pa formen

—20 —Tr

Herfra beregnes fglgende:
(1) De manglende c-koefficienter findes af

— _ -1
Cj—Cj—ﬂ'Aj,T('—CBB 5

og herfra findes som s&dvanlig en sgjle med positiv ¢;, som skal ind 1 basis — eller
vi har en optimal lgsning.
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(2) De manglende koefficienter i den sgjle s, som skal ind i basis, findes fra
zs = B 1A,.

(3) Pivot-elementet x..; 1 s@gjlen X findes som s@dvanlig fra betingelsen

br . bz
= min { — ;.
Trs 1:23s>0 | Xyg

(4) Tableauet G, ) opdateres nu til G () pA samme méde som ved almindelig
opdatering.

fordelen ved metoden — der som navnt i starten ikke sd meget er en metode i
sig selv som en s@rlig made at gennemfgre simplex-algoritmen pa — er som allerede
navnt at man i hvert trin kan ngjes med at operere med et (m+1) x (m+1) tableau.
Dette har is@r betydning i problemer, hvor n er meget stor i forhold til m. Videre
gelder, at mange problemer, der fra naturens hand ikke ser ud til at have et n serlig
meget stgrre end m, ved en passend eomformulering kan ggres til et problem med
mindre m, omend muligvis med langt stgrre n. Et eksempel pa dette er den sakaldte
Dantzig-Wolfe dekomponering, som vil blive beskrevet i neste afsnit.

4. Dekomponering af LP-problemer

Som vi har veret inde pa ved flere lejligheder, er simplex-algoritmen en Igsningsme-
tode, der set i sin helhed (dvs. pad baggrund af en bred vifte af de optimeringsopgaver,
som man kommer ud for i praksis) giver det gnskede resultat hurtigst muligt. Men
der kan selvfglgelig vare situationer, hvor problemet er sa omfattende, at det i
praksis er vanskeligt for ikke at sige umuligt at gennemfgre alle beregningstrin.

I sadanne situationer vil man typisk sgge efter s@rlige optimeringsmetoder,
der pa forskellig made skyder genvej i beregningerne. Hertil ma man selvfglgelig
udnytte serlige egenskaber ved deforeliggende problem, og det er kun, hvis
problemet har en sa@rlig struktur, at man kan korte det ned til et mindre og mere
handterligt.

I dette afsnit vi se pa et sadant tilfelde, som endda kan gives en serlig
fortolkning; optimeringen kan anskues som en hierarkisk procedure, hvor et center
giver passende budskaber til sine underordnede afdelinger, der benytter dette
budskab til at optimere et afdelingsspecifikt kriterie. Resultatet af denne optimering
meddeles til centret, der checker det mod sit overordnede kriterie ogmodificerer
budskaberne herefter.

Proceduren betegnes som dekomponering af det oprindelige optimeringspro-
blem. De underordnede afdelingers kriterier vil afh@nge af det overordnede
kriterium pa en bestemt, ngje specificeret made, sa fortolkningen skal altsa ikke
presses for langt: Der er ikke tale om en decentralisering af beslutninger, idet man
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sa matte tage hensyn til de faktiske malsatninger i afdelingerne og sgrge for, at de
procedurer, der indfgres, er incitamentforenelige, noget som er en vasentlig mere
kompliceret sag. Hvad vi ggr her, er stadig en rent mekanisk procedure, som blot
udnytter, at det er nemmere at lgse en reekke sma problemer end et enkelt meget
stort.

Antag at vort LP problem har formen

maxz =c-x+d-y

under bibetingelserne

Dz + Fy = by

Ax =
By = by

z,y > 0.

Her er z en nq-vektor, y en ny-vektor,og D, F, A og B har de relevante dimensioner
(hvilket vil sige, at D er en (mg X nq)-matrix, hvor mg er antallet af felles
bibetingelser, F' en (mg X ng)-matrix; videre har A dimensionen (my x n),0g B
er en (meo X ng)-matrix, hvor m; og mo udggr antallet af specifikke bibetingelser
for hver af de to afdelinger. Det betyder, at den samlede bibetingelsesmatrix har en
blokstruktur af formen

D F
A 0],
0 B

saledes at der kommer O-matricer ind pa pladserne svarende til de specifikke
bibetingelser.

Lad os et gjeblik overveje, hvad vi skulle ggre i en s@rlig nem situation, nemlig
nar der slet ikke er felles bibetingelser. I det tilfelde vil det samlede maximum,
fremkommet ved valg af x og y sé at det linezre kriterie far stgrst mulig verdi,
kunne findes ved at Igse to sma LP-problemer hver for sig, idet valget af x ikke pa
nogen made indskranker valget af y.

Helt sa simpelt slipper vi ikke i det generelle tilfaelde, hvor der netop er my
bibetingelser, som er felles for de to delproblemer; man kan derfor ikke Igse dem
enkeltvis og regne med, at resultatet ogsa er optimalt i den stgrre helhed. Men detkan
pédan anden side teenkes, at det forholdsvis simpelt vil kunne lade sig ggre at tilpasse
de falles restriktioner i lgbet af nogle iterationer; det er netop fremgangsmaden i
den fglgende algoritme, der kaldes for Dantzig-Wolfe-dekomponering.

Vi betragter to delproblemer, hvor matricen af bibetingelser er henholdvis A
og B. Delproblem I har bibetingelserne

Ax =0b, x > 0.

Geometrisk er dette, som vi har veret inde pa, en konveks polytop udspendt af
passende punkter ', ..., zP i R"*, hvilket omvendt betyder, at enhver lgsning til
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bibetingelserne kan skrives som en konveks kombination af disse punkter,
p . p
r=> Na', N>0,i=1...,p Y \=1 (1)
i=1 i=1

Tilsvarende er de mulige Igsninger til delproblem IT udspandt af punkter ¢!, . . ., 3/
i R™? og lgsning y til disse bibetingelser kan skrives

q q
y=> iy, =0, i=1,...,q, Y p=1. (2)
J=1 j=1

Med denne formulering af bibetingelserne kan vi omskrive det oprindelige LP-
problem, idet vis setter §; = c¢- 2, i = 1,...,p,0; =d-y/,j =1,...,q, 0g
indsatter (1) og (2):

max - A+0-pu

under bibetingelserne

e- =1
A p =0,
hvor vi har brugt notationen A for matricen med sgjler A; = Dz7,j=1,...,p,
® for matricen med sgjler ®; = F'y’,j = 1,...,q,oghvor e betegner en vektor af

ettaller (der i formuleringen ovenfor optreder to gange med forskellig dimension,
nemlig henholdsvis p og ¢). I denne udgave kaldes problemet normalt for master-
problemet.

I forhold til den oprindelige formulering af optimeringsproblemet er der i
forste omgang ihvertfald sket det, at der er kommet nye variable, nemlig A og p i
stedet for x og y. Da dimensionen af de nye variable svarer til antallet af hjgrner
i de konvekse polytoper — og sddanne hjgrner vil der som regel vere temmelig
mange af — der udggres af Igsningerne, virker det egentlig n&rmest som om vi
har gjort problemet mere kompliceret, end det var fra starten. Det er nu ikke helt
rigtigt, for til gengaeld for de mange variable har vi faet ferre bibetingelser; der er
nemlig nu kun én afdelingsspecifik bibetingelse for hver afdeling. Denne reduktion
1 antal bibetingelser er faktisk vigtigere end forggelsen i antallet af variable: Vi har
netop set, at med revideret simplex behgver man kun at holde styr pa et tableau af
stgrrelsen (m + 1) x (m + 1), hvor m er antal bibetingelser; antallet af variable er
ikke helt ligegyldigt (man skal jo trods alt sgge gennem samtlige c-koefficienter ved
hvert basisskift), men det har slet ikke samme vagt i kompleksiteten som antallet af
bibetingelser. Omskrivningen er derfor et vigtigt skridt fremad mod en reduktion
af problemet.
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Der gés frem pé fglgende made: Antag, at vi er kommet til /’te trin i revideret
simplex pd master-problemet, hvor vi har et tableau G ;) pé fglgende form:

—20 —T —a -0

hvor tableauets inddeling antyder de m felles og de to afdelingsspecifikke bi-
betingelser.

Nar vi skal finde en ny sgjle til basis, skal vi ifglge trin (1) i revideret simplex
forst udregne alle de opdaterede c-koefficienter. For sgjlerne svarende til delproblem
Ier det

A

J

N

=8 —(m a )| 1
0

= §j — 7TAJ' — O,
Jj=1,...,p. At velge en sgjle, hvor {; > 0 svarer dermed til at velge j sdledes
at fj - 7TAj > .
Vi behgver imidlertid ikke at finde §; — wA; for hvert j; vi skal jo alligevel

hgjst bruge en enkelt af dem, nemlig den stgrste, s& det er naturligt straks at lede
efter denne, hvilket vil sige at 1gse problemet

max {; — 7A; = max (¢ — 7D) - 27,

hvor der sgges over alle hjgrner 27 i den konvekse polytop af mulige lgsninger til
delproblem I. Men dette blot en lidt teknisk made at formulere et LP-problem pa,
nemlig problemet

max (¢ —7D)-x

under bibetingelsen
Ax = bl,
xz > 0.

(4)

Helt tilsvarende kan vi for sgjler svarende til delproblem II finde den mest lovende
s@jle ved at lgse
max (d —7F) -y

under bibetingelsen
B Yy = bQ,
y > 0.

(5)
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Hvis (4) har en Igsning 2/ med kriterievaerdi stgrre end o kan vi regne os frem
til den pagaldende sgjles koordinater i master-problemet og fortsette revideret
simplex. Har (4) ikke nogen lgsning, prgver vi i stedet med (5). Hvis heller ikke
denne har nogen lgsning, kan vi slutte, at alle c-koefficienter i master-problemet er
ikke-positive, og vi har dermed en optimal lgsning til det oprindelige problem.

Fortolkning af dekomponeringsalgoritmen: Dantzig-Wolfe-metoden involverer to
typer af LP-problemer, nemlig dels master-problemet, i hvilket der for hver iteration
findes c-koefficienter for visse sgjler, dels de enkelte delproblemer, hvor der findes
en optimal lgsning til et LP-problem, hvis kriteriefunktion bestemmes gennem
vektoren (7, a, [3).

Som s@dvanlig har de duale variable en fortolkning i form af priser. De relative
gevinstkoefficienter i mg-vektoren 7 kan opfattes som (skygge-)priser pa de felles
bibetingelser for afdelingerne. Centret overlader det til hver af afdelingerne at
maximere gevinst, idet det kraeves, at afdelingerne i deres afvejning af gevinsten
ved alternative aktiviteter skal inddrage hensynet til de falles bibetingelser, der
kommer til udtryk i et fradrag af stgrrelsen D (“for treek pa felles ressourcer”) for
afdeling I og pa 7 F" for afdeling II. Vi kan altsd opfatte de enkelte koefficienter i 7
som interne afregningspriser hgrende til hver af bibetingelserne.

Pa tilsvarende méade kan koefficienterne o og 3 gives en fortolkning, nemlig
som den gevinst, der kan skabes i henholdsvis afdeling I og II ved at kgre de
aktiviteter, som centret aktuelt har kalkuleret med, og 1 det aktuelt besluttede
omfang. Denne meddelelse om planlagt gevinst sendes ud til afdelingerne sammen
med de interne afregningspriser, og det er nu op til afdelingerne at undersgge,
om de kan ggre det bedre. Hvis de kan det, sendes et konkret forslag tilbage
til centret. I naeste trin undersgges det, hvilke konsekvenser et sadant forslag fra
en afdeling fér for de interne afregningspriser og gevinstkravene for hver afdeling.
Kommunikationen mellem center og afdelinger kr&ver kun transmission af vektoren
(7, cr, ) (der kan opfattes som “prisinformation” den ene vej af en plan 27 eller
y7 (mengdeinformation) den anden vej. Med denne information kan parterne selv
regne sig frem til resten.

5. En anvendelse af line@r programmering: DEA-analyse

I dette afsnit vil vi se lidt nermere pa en anvendelse af linezr programmering ved
analysen af produktiviteten 1 en virksomhed. Begrebet produktivitet er blandt den
gkonomiske teoris mest centrale, og det bruges ogsa meget aktivt i mere praktisk
orienterede sammenhange. Hvad der skal forstas ved produktivitet udenfor de ret
sn@vre rammer, der s@ttes af teoriens brug af begrebet (som regel i forbindelse med
en given veldefineret produktionsfunktion), er dog som regel noget uklart. Der er
en lang tradition for at male produktivitet som et passende forhold mellem output
og input, men denne tradition er det ofte svart at leve op til, for savel input som
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output vil i mange tilfelde vire et sortiment bestdende af mange varer, herunder
endda sddanne, som der ikke kan sattes nogen oplagt pris pa, fordi det er varer, der
ikke selges pa et marked. Mange undersggelser af produktiviteten i den offentlige
sektor rammer ind i dette problem, idet output ikke s@lges til publikum men snarere
bestar af ydelser, der stilles gratis til radighed for brugerne.

Da det, som man ved, alligevel er vigtigt at kunne vurdere produktiviteten (i
den lgse forstand: sammenh@ngen mellem det producerede varesortiment og den
hertil brugte ma@ngde af inputs af forskellig art), ma man finde pa noget nyt. En af de
mest brugte metoder er den sdkaldte DEA-analyse (DEA star for Data Envelopment
Analysis, sd “DEA-analyse” er ikke nogen helt smart betegnelse, men den har nu
en gang vundet indpas), introduceret af Charnes, Cooper og Rhodes i 1978.

Vi antager, at den virksomhed, som vi skal undersgge, producerer et sortiment
(y1,-..,ys) bestdende af s forskellige varer, hvortil den benytter m forskellige
slags input, x1, ..., x,,. Da der er flere varer, ma vi foretage en sammenvejning
savel pa input- som outputsiden. Betegnes de vagte, der benyttes, med uq, . .., us
pa outputsiden og vq, ..., v, for inputs, kan vi operere med et forhold mellem
sammenvejet output og input som udtryk for produktiviteten,

s
- ZT:luT’yT
E?;lyixi

h

Vi er imidlertid forelgbig ikke kommet rigtig ud af starthullerne, for vor brgk
her er ikke bedre end de vagte, som blev brugt ved sammenvejningen, og de er
indtil videre helt vilkarlige.

Men lad os nu antage, at vi ikke skal vurdere virksomhedens produktivitet helt
lgsrevet fra omverdenen, men at vi har et sammenligningsgrundlag, som kan vere
andre helat tilsvarende virksomheder (hvis der er sadanne) eller virksomheden selv
i de foregaende perioder (idet det sa ma forudsettes, at de teknologiske betingelser
for produktionen ikke har @ndret sig). Helt pracist vil vi antage, at der er n andre
observationer af savel input som output,

(#3595) = (Tj1s - Tjmi Yj1, - -+ Yjs)y »d = 1,00om,

saledes at vor opgave er at vurdere den betragtede virksomhed, som vi nu vil betegne
med index 0, pa baggrund af de gvrige n virksomheder.

Pa denne baggrund virker rimeligt at veelge vaegte, sa at forholdet / er mindre
end 1 for samtlige n referencevirksomheder (det giver en slags normering af
produktivitetsmalet). Denne betingelse vil dog ikke alene bestemme de vagte,
der skal bruges; men sa kan man f.eks. velge blandt de mulige pa en sidan made,
at resultatet bliver sd favorabelt som muligt for den konkret betragtede. Det fgrer
til, at det sggte udtryk for produktiviteten 1 virksomhed O findes som lgsning til
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maximeringsproblemet

under bibetingelserne
27 UrYjr
2L ViTji
u,v > 0.

<1, j=1,...,m,

Vi har nu reduceret problemet om at male produktivitet til et optimeringsprob-
lem. Uheldigvis er det ikke et LP-problem, for bade det kriterie, der skal optimeres,
og udtrykket pa venstre side i bibetingelserne, er ikke-lineart i de variable, v og v,
som der skal maximeres over. Der er dog ingen grund til at fortvivle: Det hender
ikke sjeldent, at problemer, som ikke umiddelbart ser ud som LP-problemer, efter
en beha@ndig omformulering kommer pa den rette form. Séledes ogsa her; vi starter
med at betragte den helt &kvivalente formulering af problemet (1), hvor vi blot har
vendt alle brgker; den far formen

2 Vo,
Eqsnzl UrYor

under bibetingelserne

min fy =

mo,
2 ViLji
S
Er:]_u?”yj”l"
u,v > 0.

Zlajzla---vna

Herfra kommer vi videre ved at se lidt nermere pé bibetingelserne. Hvis der for
hvert j skal gelde, at forholdet mellem >, v;x;; og X7 u,y;, skal veere stgrre
end eller lig 1, s& ma forskellen mellem dem vere ikke-negativ (og omvendt), sa vi
kan omskrive (2) til

2 ViTo;
Y —1UrYor
under bibetingelserne

m S
ZVﬂjz‘ — ZuTyjr >0,75=1,...,n,
i=1 r=1

u,v > 0,

min fo =

hvorved vi ihvertfald kom af med ikke-lineariteten 1 bibetingelserne.
For at slippe af med brgken 1 kriteriefunktionen indfgrer vi en normering: Man
kan se, at hvis vi ganger savel u’er som v’er med samme konstant K, sa @ndres
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ingenting i veerdien af fy. Derfor kan vi ngjes med at sgge over (u, v) normeret pa
passende méade, og vi vaelger at holde os til alle de (u, v), som opfylder

S
Z UrlYor = 1.
r=1

Derved kommer der til at std 1 i nevneren af brgken f; uanset hvilke (u,v) vi
velger (sa l&enge normeringen holder), og sd kan vi jo lige sa godt glemme, at der
var tale om en brgk! Ialt har vi derfor omformuleringen af det oprindelige problem
til problemet

min E?il ViXoq

under bibetingelserne

m S
Zl/@-xﬁ — Zuryj,a >0,7=1,...,n,
i=1 r=1
S
ZvryOT =1,
r=1

u,v > 0.

Vi har nu et helt normalt LP-problem, som vi kan lgse; kriterieverdien (eller, for
at veere helt precis, den reciprokke af kriterievardien) giver det gnskede udtryk for
produktiviteten malt relativt til sammenligningsgrundlaget.

Der kan veare behov for at se DEA-metoden i et lidt andet — maske lidt mere
teoretisk orienteret — lys for at overbevise sig om, at den konkret valgte metode,
gaende ud pa at tilpasse vagte sa at forholdet mellem sammenvejet output og input
bliver maximalt, givet at det var < 1 i referencevirksomhederne, ikke er grebet ud
af luften. Til det formal kan det vere praktisk at se vor fremgangsmade som en
procedure, der egentlig bestar af to helt adskilte dele, nemlig

(1) indsamling af kendskab til den konkrete virksomheds produktionsmu-
lighedsomréde,

(2) maling af efficiens af den konkrete gennemfgrte produktion i forhold til de
tekniske muligheder, som reprasenteret ved produktionsmulighedsomradet.

Lad os i den fglgende diskussion simplificere ved at antage, at der kun bruges
én inputvare (det lyder umiddelbart som en meget uheldig antagelse, men det
er ikke helt sa slemt, for det, det egentlig kommer an pa, er om der findes en
oplagt made at aggregere de forskellige varer pa, og det er ikke si sjeldent, at
inputsiden kan vardis&ttes til observerede markedspriser), og at der er konstant
skalaafkast 1 produktionen. Vi kan da normere alle de observerede produktioner
(xj5951,---,Yjs)» 7 = 0,1,...,n, sd at x; = 1 (og vi betrager derme output
pr. krones input i produktionen). Geometrisk kan de mulige outputkombinationer
afbildes som en m@ngde af punkter liggende indenfor en transformationskurve,
saledes som vist i figur 1. Problemet om at male en given gennemfgrt produktions
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Output 24

Transformationskurve

AV

-

Output 1

Figur 1

grad af efficiens vil s& vare at male afstanden ud til transformationskurven pé
passende made. Der er ikke noget entydigt svar pa, hvordan det skal ske, men en
meget anvendt metode er det sakaldte Farrell-index, der er den reciprokke verdi
af det tal, som den aktuelle produktionsplan skal ganges op med for at na op pa
transformationskurven. Der findes alternative produktivitetsindex, men dette er
som sagt det mest brugte, og det raekker til vort formal.

For at beregne Farrell-indexets verdi kreves det klart nok, at man kender
transformationskurvens beliggenhed. Det ggr man ikke uden videre i virkelighedens
verden, og det er her, at referencevirksomhederne kommer ind i billedet. Hvis
det antages, at de har samme underliggende (men stadigvaek ukendte) teknologi
som den aktuelle virksomhed, sa har vi ihvertfald n punkter fra omradet pa
eller indenfor den sande (ukendte) transformationskurve. Antages det videre,
at produktionsmulighedsomradet er konvekst, vil vi fa en tiln@ermet, empirisk
transformationskurve. Den er bedste bud pa, hvordan den virkelige ser ud,
sa det bedste, vi kan ggre, er at tage Farrell-index relativt til denne empiriske
transformationskurve.

Hvis vektorerne af de observerede output (normeret sa de svarer til 1 krones
input) for referencevirksomhederne betegnes (y11,---,Y1s),---s (Ynls- -+ Yns)s
far vi, at omradet af teknologisk mulige outputvektorer bliver alle y som opfylder

n
yrgzlujyj,«, r=1,...,s
j=1

for passende vaegte pu; > 0,7 = 1,...,n,med 2?21 p; = 1. Vi finder nu Farrell-
indexet for den aktuelle produktion 4° = (yo1, ..., yos) relativt til denne mangde;
til det formél skal vi finde det stgrste tal \, s& at A\y° ligger i det rekonstruerede
produktionsmulighedsomrade (Farrell-indexet er da 1 divideret med den fundne
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Y2 J

¥y

A-vaerdi). Med andre ord, vi skal Igse problemet

max \

under bibetingelserne
TR
j=1

n
Z,ujyjr > Nor, T =1,...,5,
j=1

A, p > 0.

Bemerk ulighedstegnet < 1 i den fgrste af bibetingelserne: Vi opfatter ogsa
nulvektoren som et muligt output. De resterende bibetingelser kan ogsa skrives
som

Nyor = Y 1i¥ir <0,

Jj=1

og pa den form er de nemmere at handtere: Vi kigger nemlig pa det duale problem,
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som har formen
min v

under bibetingelserne
S

Z UrYor 2 17

r=1

S
U—ZuryﬂZO,j:l,...,n,

r=1

v,u > 0,

hvor vi har indfgrt duale variable v og uq,...,us. Ulighedstegnet i den fgrste
bibetingelse kan erstattes med et lighedstegn, for hver gang vi har et s®t u’er sa
fgrste bibetingelse er opfyldt med streng ulighed, sdkan vi jo valge et andet u som
er mindre i alle koordinater og opfylder fgrste bibetingelse med lighedstegn, og sd
vil samtlige bibetingelser stadig vere opfyldt, uden at det v, vi havde at ggre med,
er vokset. Det er altsd nok at lgse problemet

min v

under bibetingelserne
S

Z UrYor = 1,

r=1

Men dette problem er lig ngjagtig (4) i vort specialtilfelde, hvor vi har ét input og
har konstant skalaafkast, sa at vi kan ngjes med at se pa produktioner, hvor indsatsen
af dette ene input er 1.

6. Andre LP-algoritmer

Som navnt tidligere er linezr programmering et omrade, hvor der stadig er intens
forskning. Denne forskning gar i flere retninger; dels interesserer man sig for
simplex-metoden, der er den klart mest anvendte beregningsmetode. Man vil
gerne have en mere grundleggende forstaelse af, hvorfor den er det, og hertil
inddrages overvejelser om beregningskompleksitet. Men der er ogsé i de senere ar
fremkommet nye metoder (igen begrundet af forskningen i kompleksitet), som har
visse fortrin — indtil videre overvejende af teoretisk karakter - for simplex. Vi ser
lidt pa et par af disse.
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X

> X

Figur 1

Ellipsoid-algoritmen. Udgangspunktet er et line@rt programmeringsproblem skre-
vet pa formen

minc - x

under bibetingelserne

Az <b

hvor z € R™. Som s@dvanlig kan LP-problemer, som er givet oprindeligt pa en
anden form, omskrives til denne.

Vi skal i forste omgang ikke se pa hele LP-problemet, men kun pa det tilsyne-
ladende langt simplere problem at finde en brugbar lgsning, dvs. at finde en vektor

r e X = {a'|Ax" < b},

Fremgangsméaden er lettest at forklare ved at henvise til geometrien (se Figur 1).
Vi har en m@&ngde X og @nsker at finde et punkt x fra m@&ngden. For en given
vektor x er det naturligvis ret let at checke, om den tilhgrer mangden; det er lidt
mere problematisk at finde en systematisk méade at @ndre vektoren pa, hvis den
ikke tilhgrer mangden. Til rddighed har vi en vis s@rlig type mengder, nemlig
ellipsoider (i figurens to dimensioner, ellipser). Vi ggr derfor fglgende: Start
med punktet og en ellipsoid med centrum 1 dette punkt. Hvis punktet opfylder
bibetingelserne, som definerer X, er vi ferdige. Ggr det ikke det, valger vi en
bibetingelse, der er overtradt; da ligger X helt pa den ene side af det halvrum, som
er bestemt af vort punkt og en overtradt bibetingelse. Valg nu en ellipsoid, som
lige netop dekker skaeringen mellem den fgrste ellipsoid og halvrummet, og ga til
centrum af denne nye ellipsoid. Nu kan algoritmen fortsatte som for.

Der resterer at precisere, hvad man egentlig skal foretage sig — samt at
argumentere for, at proceduren fgrer til en lgsning. Vi starter med to antagelser,
som er ret uskyldige; den fgrste siger, at lgsningsmangden X ikke er ubegraenset,
og den anden siger, at Igsningsma@ngden indeholder en passende lille kugle (hvad
der sd igen medfgrer, at dens rumfang ikke kan vere nul):
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Antagelse 1. Der findes et zo € R™ sdledes at X er indeholdt i kuglen
Br(wo) = {z € R"[|[z — xo| < R}
for et passende R > 0.
Antagelse 2. Der findes p > 0 sd at X # () medfgrer B,(z*) C X for et eller andet

x*.

Metoden gar nu ud pa at operere med passende store “kasser”’, som X fra starten
er lukket inde i. “Kassen” opdeles nu pa en sddan made, at lgsningsmangden er
i den ene af delene, og der fortsettes pd samme made, indtil man enten har en
lgsning eller har lukket lgsningsmangden ind i en passende lille “kasse”, og fra
antagelserne fér vi at der fgr eller senere mé indfinde sig en lgsning. Teknisk bruger
vi en bestemt type “kasse’:

En ellipsoid i R™ (med centrum i ) er en mangde af formen

E={z|(x—2)B '(z —7) <1}

for en symmetrisk og positiv definit matrix B. Skrives denne matrix B som JJ*
for en passende matrix J (det kan man, nar B er symmetrisk og positiv definit), kan
vi ogsa skrive vor ellipsoid som

E = {z+ J||)2l| < 1},

hvoraf vi ser, at E er billedet af enhedskuglen B;(0) under den linezre transfor-
mation z — Z + Jz. Dette kan man bruge til at notere sig, at volumen af £ kan
skrives som

volE = detJvolB; (0) = (detB)/2vol By (0),

hvor det(.J) er determinanten af matricen .J (den skal man heldigvis ikke regne ud
for at gennemfgre algoritmen, den bruges her bare til at vise, at algoritmen ggr,
som den skal; overvejelser om volumen spiller en central rolle i begrundelsen for
ellipsoid-algoritmen.

Fremgangsmaden i denne er nu fglgende: Vi starter ved at valge kuglen
Br(xo) som fgrste ellipsoid, og z¢ som fgrste vektor.

Antag at vi befinder os i trin £ > 0 og har vektoren xj, som er centrum i
ellipsoiden £ givet ved

E, = {x|(xk — CE)Bk_l(LUk — f) < 1}.

Vi har konstrueret E}, sé X C E},.

Hvis z;, € X, er algoritmen (der som navnt blot gar ud pa at finde en mulig
lgsning) slut. Ellerser 25, ¢ X, og vikan valge enraekke ji A, séledes at uligheden
a; - x < cer overtrddt. Vi gnsker nu at bestemme et punkt i ma@ngden

{z|a; -z <aj- xp} N Ey,
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som klart indeholder X. Den naste ellipsoid Ej1, som skal indeholde denne
mangde, laves pa fglgende made:
Lad parametrene 7, §, o veret givet som fglger:

1 5— m? 2
T T 1’ T mrt
Vi opdaterer sdledes:
TBkaj
T+l =Tk =~ 77 N1/2°
(af Baj)1/?
Bya;alB
Brpi1 =19 Bk—Uw :
ajBkaj

hvorefter vi er klar til trin £ 4+ 1 med ellipsoiden Fy; givet ved x4 1 02 Bj1.
Det kan vises — noget som er afggrende for algoritmens funktion — at sddan
som vi har opdateret, vil £} indeholde ma&ngden X, og der vil gelde

volEyi1 m2 O\ (M 1/2
volE,  \m2-—1

m-+1

Det interessante er her, at der er et fast forhold mellem volumen af et ellipsoid og
det foregaende, hvilket igen betyder, at volumen af F; ma ga mod nul, nar k gar
mod uendelig. Vi far da fra antagelse 2, at hvis der overhovedet er mulige Igsninger,
ma vi finde en efter endelig mange trin.

Nu kan endelig mange trin jo godt vere et ret stort antal. Det rigtig spendende
ved ellipsoid-algoritmen er, at man kan vise, at antallet af beregningsoperationer vil
vare begrenset ved et polynomium 1 problemets stgrrelse, udtrykt ved antallet af
variable og deres stgrrelse. Det var netop denne egenskab ved ellipsoid-algoritmen,
der gjorde den til en sensation ved sin fremkomst. Simplex-algoritmen har nemlig
ikke denne egenskab; se igvrigt kapitlet om kompleksitet.

Vi er jo egentlig slet ikke ferdige endnu, for vi har kun set pd metoder til at
finde mulige lgsninger; vi sgger faktisk en, som er optimal.
Det er dog ikke sa svert at udbygge ellipsoid-algoritmen til at klare dette.
Vi erstatter vort oprindelige LP-problem med fglgende: Finde en Igsning til
ligningssystemet
Az <b
—yA < —c
—y <0
b-y+c-x<0
Her har vi til bibetingelserne i det oprindelige problem f@jet bibetingelserne i
det duale; den sidste bibetingelse siger at lgsningen til det oprindelige (skrevet
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som max —c - x) skal vaere > lgsningen til det duale (minb - y), hvilket jo
kun kan indtreffe, hvis Igsningen er optimal. Dermed har vi, at en Igsning til
ligningssystemet ovenfor giver lgsning til LP-problemet (samt til det duale, der
altsd kommer “gratis” med ligesom ved simplex-metoden.

Eksempel 3.2

Lad os gennemgé beregningstrinene i ellipsoid eksemplet for et meget simpelt eksempel: Vi ser
kun pa systemet af linezre uligheder

x1+a2 <1
x1+2z2 > 1
2r] +xo > 1

hvor vi gnsker en vektor (x1, z2), der opfylder alle tre uligheder. Det er selvfglgelig temmelig
nemt at finde en lgsning med det blotte @je, men det er ikke pointen her, hvor vi er interesserede
i at illustrere i teknikken i ellipsoid-algoritmen. Vi skriver ulighederne pa matrixform i
overensstemmelse med notationen ovenfor, séledes, at alle uligheder vender samme vej:

(2 2) ()= (=)

Vi skal have nogle passende vardier at starte med. Nulpunktet er ihvertfald let at have med
at ggre, s vi szetter z1 = (0, 0); Vi skal ogsa bruge en passende stor ellipsoid (i to dimensioner
som her er det simand bare en ellipse). Det er let at se, at enhver lgsning til ligningerne ovenfor
maé have norm < 1 (ellers kan man se det af figur 2), s enhedskuglen er en god ellipse at starte
med, og den far man ved at s@tte den fgrste matrix til en enhedsmatrix, dvs.

1
m=(19).

Parametrene afhenger kun af dimensionen af vort problem, her 2, s& vi har

T =

1 4 2
-, ==, o=-.
3 3 3

Sa kan vi godt starte. Fgrste trin bestar i at checke, om 2! opfylder samtlige bibetingelser.
Det ggr den ikke, allerede ved den anden gér det galt; ogsa den tredie er overtradt. Det er naturligt
at bruge den “varste” af dem til opdatering; her er den manglende opfyldelse ens, si vi tager
den fgrste af dem. Sa skal vi have fat i den rekke i matricen A, der svarer til den pageldende
bibetingelse; det giver os anden rakke i matricen A, altsa vektoren a2 = (—1, —2). Og si kan
der opdateres; det nye punkt, 22, finder vi som

10 -1
(1) (%)

(5 9) ()

.732

B (0) _3\/(_1
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Eksempel 3.2, fortsat

X5

Figur 2

Det ser méske ud af meget, men matrixprodukterne er jo ret simple, nir enhedsmatricen ganges
pa, der hvor den star; telleren bliver til kvadratroden af 1 - 1 4+ 2 - 2 = 5, og alt i alt far vi

1
3v5

Opdatering af B sker ligeledes ved matrixprodukter; vi skal lave

e[ 9)-2 D@ 26 )

Igen ser det vaerre ud, end det er. Hvis vi starter indefra i det lange matrixprodukt, har vi fgrst

() —2=(5 3):

enhedsmatricerne foran og bagved kan smides vek, sa vi har

2 4 52 16
B=2(LON_(1 B\l 5. ~1
273 0 1 4 8 _16 28 )

15 15 45 45

Det var sa fgrste trin. Ser vi n@rmere pé, hvad der skete, sd er vi nu flyttet fra nulpunktet op til
x2, som er vasentlig nermere pa den linie, der bestemmer anden bibetingelse (men ikke helt op
pa den). Den oprindelige kugle er blevet til en ellipse (som vi ikke tegner.)

Vi er nu klar til naeste trin. Vi checker bibetingelserne og ser, at den stadig er gal med sével
den anden som den tredie. Men den tredie har det veerst, sd det vil vere oplagt at bruge denne.

Vi overlader eksemplets videre skabne til en eventuel udholdende l@ser, der vil kunne
bringe =¥ nzrmere til en lgsning; man har allerede her en fornemmelse af, at det godt kan tage
et stykke tid.

Karmarkar’s algoritme. Ellipsoid-algoritmen 1 forrige afsnit udmerker sig ved
teoretisk pa&ne egenskaber, men 1 praksis er den ikke sarlig hurtig. Den er god 1 de
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varst tenkelige tilfelde, mindre fremragende i de gvrige. En anden ny algoritme,
foreslaet af Karmarkar i 1984, har ogsa de teoretisk set p@ne egenskaber, og den
har indtil videre varet noget mere lovende 1 praksis.

Karmarkar’s metode tager udgangspunkt i et LP-program af fglgende form:

minc - x
under bibetingelserne
Ax =0

X Z O,ixj =1.
j=1

Bemerk, at vi her sgger en lgsning til LP-problemet i simplexen bestdende af
alle ikke-negative vektorer med koordinatsum 1. Der ggres indledningsvis nogle
antagelser:

Antagelse 1. Matricen A,somer (m x n),harrang m,og vektorene = (1,1,...,1)
opfylder betingelsen Ae = 0.

Antagelse 2. Den optimale vaerdi af ¢ - x er 0.

Det kan umiddelbart se temmelig specielt ud, at LP-problemet er givet med
den ekstra betingelse, at « kun kan variere i simplexen. Det er dog ikke nogen
serlig vesentlig restriktion; gar vi over til det duale problem, far vi

maxz
under bibetingelserne
yA+ze<c

y,z > 0.

Da den optimale vardi af dette program ifglge antagelse 2 er 0, s@ger vi egentlig
blot y séledes at yA < ¢, og dette er et problem, der svarer til, hvad vi beskeftigede
os med ved ellipsoid-metoden.

Antagelserne er denne gang ret restriktive, specielt med hensyn til optimalvar-
dien. Det vender vi tilbage til.

Karmarkar’s metode benytter sig af projektive transformationer: Lad x vere
et punktiidetindre af simplexet (sd at ; > 0 for alle 7), som opfylder bibetingelsen
Ax = 0, men som er forskellig fra barycentret i simplexet; vi sgger en atbildning,
som sender simplexets hjgrner i sig selv og far x til at ga i barycentret,

_ 1 1
T— | — ., — .
n n
Det kan ikke vare en line@r afbildning, for nar hjgrnerne skal sendes i sig selv,

bliver den identisk og kan derfor ikke flytte . Men vi kan lave en, der n®sten er
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linezer: Nar = skal sendes i en vektor med lige store koordinater, er det fristende at
prgve afbildningen

som dog ikke sender simplexet i sig selv; det kan vi imidlertid opna ved at normere,
dvs. dividere med summen af koordinaterne. For at fa en brugbar notation indfgrer
vi (n X n)-matricen X med Z i diagonalen, O udenfor. Vor afbildning skal da vare

R X 1g
rTr— I = —
et X1y’
som har invers givet ved
Xz
r=—=.
et Xz

Hvis vi nu indsetter dette sidste udtryk i vort oprindelige LP-problem, bliver det
til: 7
ctXi
et X3
under bibetingelserne
AXz =0,

n
2>0,) @=L
=1

Da vi leder efter en lgsning med kriterieverdien 0, ma teellgren 1 k{iteriefur_lk-
tionen vare 0, og vi kan derfor glemme navneren. Skriver vi A = AX, ¢ = Xe,
far vi LP-problemet

min

min¢ - &
under bibetingelserne

Az =0,
& =0, En:x =1.
=1

Dette er et problem magen til det vi startede med, og vi har en mulig lgsning, nemlig
barycentret (som fgr transformationen var vor vektor ).

Vi har dermed gennemgaet, hvorledes problemet opdateres i hvert trin. Vi
mangler kun et kriterie for, hvorledes der velges nyt punkt i det indre af simplexet.
Men det er ret ligetil: Hvis barycentret ikke er en optimal lgsning, er der en retning
vaek fra det, hvor kriteriefunktionen bliver mindre. En sadan retning kan findes ved
at projicere ¢ ned pa simplexet, hvilket giver os vektoren

d=—(I — B{(BB")™'B)¢,
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hvor

Vi flytter os nu et lille stykke p i cZ—retningen, hvorved vi far det nye punkt

s = 4 d
T(p) == +p—r,
noldll

og dermed har vi en ny mulig Igsning udenfor barycentret, og vi kan fortsette.
Stgrrelsen p er fast; den skal vare sa tilpas lille, at man ikke risikerer at ramme
randen af simplexet; hvis man vaelger p < [n(n — 1)]7'/2. er man pa den sikre

side.

Eksempel 3.3

Her er et eksempel pa, hvordan Karmarkar’s algoritme kgrer: Vi betragter det linezre program-
meringsproblem

max2xi1 + xo

under bibetingelserne

1 —2x2 =0
r1+x2+x3=1,21,22,23 > 0

eller, skrevet pa en form, der svarer til opstillingen ovenfor,

T1
max(2 1 0) <x2>
x3

under bibetingelserne

T 0
(1 —1 0) xo =1{0

T3 0
$1+£L'2+$3 — 1,$1,$2,$3 20

Det ses, at x3 ikke spiller nogen serlig rolle i problem; pa den anden side ser vi, at takket vaere
formuleringen her opfylder problemet de lidt merkelige generelle antagelser: for det fgrste er
diagonalvektoren lgsning til bibetingelsen, og for det andet er den optimale vardi af problemet
lig nul (uden z3 er kriterievaerdien altid ikke-negativ, og med x3 alene er den nul. Dette viser
lidt om, at ved at tilfgje variable kan man fa de noget specielle udgangsantagelser opfyldt; det
er der ikke noget specielt i, for det var ogsa hvad vi gjorde i simplex-metoden ved indfgjelse af
slackvariable.

58



Eksempel 3.3, fortsat
Hvorom alting er, her er vort problem, og vi gar straks igang. Fgrst checker vi, om barycentret

( 111 )
37373
lgser problemet, simpelthen ved at udregne kriteriets veerdi pa denne vektor. Det bliver
2 L +1 L +0 L >0
3 3 377

sd vi er ikke i optimalpunktet (hvor kriterieveerdien som bekendt er 0). Altsd mé der opdateres.
Fgrst finder vi retningen ud til et nyt punkt (idet c-vektoren projiceres ned pa planet af vektorer
med koordinatsum 0, og der skiftes fortegn sé det bliver en retning, hvor kriteriet aftager), hvilket
giver os

@G DE D) 66

Det ser veerre ud, end det er. Vi tager fgrst det matrixprodukt, der skal inverteres, nemlig

(@) 6o -Gy

sd det var ret ledt overstéet. S4 ganger vi denne fra venstre og fra hgjre med de respektive matricer

il
11 ) s -3
NEVACIE JAC RS i

Vi treekker sé fra enhedsmatricen og ganger med den sidste sgjlevektor; ialt fas:
1 1
3 1
_1 i
3 1
2 2
3

3
V201/2)2+ 1= /5,

og skridtlengden p skal vere mindre end 1/ V6, feks. 1 / 21/6, saledes at vi flytter os fra
barycentret til

WlW|—wWl—

[N
Do~

d' =

W+

Vektoren har norm

1 1
1 1
A1) /2 %
i 2v6 Y 3\ 2
3
1 1 3 1
3 12 12 4
(i) Z )2 )=(1
- 3 12 - 12 - 4
1 1 3 1
3 6 6 2
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Eksempel 3.3, fortsat

Nu har vi det nye indre punkt i matricen, og s& kan vi opdatere vort problem: Den nye c-vektor
(i transponeret udgave) bliver

100
1 101
0 0 3
og den nye A bliver til
100
1 _ (1 1
(1 -1 0){0 % o)=(F -1 0)
0 0 3

Sa er vi klar til naeste skridt.

Vi starter med et check af, om barycentret Igser vort nye problem, dvs. om dets kriterievaerdi
er 0. Det er vi stadig ikke sa heldige med, vi har

T
=1 >0,

+ 12

N | —
Wl
=
W=
D=

sa vi kommer til at fortsztte. Som ved forrige eksempel vil vi overlade fortsattelsen til den
energiske leser.

Som n@vnt har Karmarkar’s algoritme (der siden fremkomsten er blevet til en
hel familie af sdkaldte indre-punkt-algoritmer) vist sig bedre i praksis end ellipsoid-
algoritmen. Men denne deler Karmarkar’s metode den p@&ne egenskab, at antallet
af beregninger er polynomial i problemets stgrrelse.

I praktiske anvendelser har man det sa@rlige problem, at vi har antaget noget
ganske bestemt om Igsningen, nemlig at kriterievardien var 0. Det er naturligvis
mindre afggrende, om den er O er et hvilketsomhelst andet tal, problemet er, at den
optimale kriterieverdi forudsattes kendt fgr algoritmen starter; det er jo som oftest
fordi man ikke kender den, at man gennemfg@rer beregningerne. Det er dog ikke
helt hablgst; hvis man fra starten har en gvre og nedre graense, kan man tilpasse
algoritmen, sa at den virker.

7. Opgaver

1. Find en (tiln@rmet) 1gsning til systemet af uligheder

1+ 3rs + 33 < 14
2[13‘1 + 3[[)2 + x3 < 12
X1 + To + I3 2 6
ved brug af ellipsoid-metoden (det er nemt at finde en lgsning uden at regne, men
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det er altsa ikke pointen lige i denne opgave). Der gnskes mindst 3 iterationer (hvis
ikke der er fundet en lgsning inden da).

2. Betragt det line@re programmeringsproblem

min 10y; + 14y 4+ 15y3
under bibetingelserne
Y1+ Ty2 + 2y3 > 3

2y1 +4y2 > 2

2y1 +8ys > 1

Y1,Y2,y3 = 0

Lgs problemet ved dual simplex (idet man maximerer —10y; — 14y2 — 15y3 under
bibetingelserne ganget igennem med —1. Sammenlign med den lgsningsmetode,
der gar ud pa at formulere det duale problem og lgse dette pa sedvanlig made.

3*. Lgs det line@re programmeringsproblem

max 2x1 + xo
under bibetingelserne
r1 — T2 = 0

x1,r2,23 > 0,21 + 22 + 23 =1

ved Karmarkar’s metode.

8. Litteratur

Fremstillingen af DEA fglger Charnes, Cooper og Rhodes (1978). Den kortfattede
beskrivelse af Farrell-indexet yder ikke dette emne fuld retfeerdighed, men det falder
udenfor vor emnekreds; der kan henvises til Fare, Grosskopf og Lovell (1984).

At der stadig er liv i forskningen relateret til line®r programmering, kan
man overbevise sig om ved at lese 1 Lagarias og Todd (1990). Ellipsoid-
metoden er egentlig et biprodukt af udviklingen af metoder indenfor ikke-linear
programmering (Shor 1970). Det afggrende gennembrud kom med Khachian
(1979), der viste, at ellipsoid-algoritmen er polynomial.
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KAPITEL 4

Ikke-line@r programmering

1. Indledning

Hyvis kriteriefunktionen eller bibetingelserne ikke er lineare, har vi i princippet et
problem, der ikke kan lgses ved line&r programmering. Ofte vil man kunne klare
sig ved at tilnerme det rigtige problem med et, som er linert, men ogsa dette kan
efter omstaendighederne vise sig at glippe. Vi skal se lidt n&@rmere pa, hvad man sa
kan ggre.

Den konkrete metode vil ath@nge ret meget af, hvorledes kriteriefunktionen
(eller bibetingelserne) ser ud. Der er ikke gode metoder, som lader sig bruge i alle
situationer. Vi ser nedenfor pa udvalgte tilfelde; dermed kommer vi langtfra ind
pa alle typer af optimeringsmetoder for ikke-line@re problemer, men det kan give
en smagsprgve pa, hvad man kan Igse i praksis.

Den fgrste metode, kvadratisk programmering, benyttes nar kriteriefunktionen
indeholder andengradsled (en variabel i anden potens eller produkter af to variable).
Tricket er her at reducere problemet til et, hvor der bare skal lgses linezre ligninger;
det sker ved at bruge de klassiske betingelser for optimum (“differentiere og s&tte
lig nul”). Der er selvfglgelig nogle praktiske detaljer, der skal styres, for at denne
metode fungerer, og det er egentlig blot det, som udggr den konkrete metode for
kvadratisk programmering.

Vi ngjes med en enkelt anden metode, nemlig den sékaldte konvekse simplex.
Denne metode kan bruges, nér kriteriefunktionen er en konveks funktion (ihvertfald
til minimeringsproblemer; vi ser pd maximering, sa vi forudsatter kriteriefunktio-
nen konkav , det kommer ud pa det samme). Som overalt i dette kapitel krever vi, at
bibetingelserne er givet ved line@re uligheder. Metoden kan anvendes pa vasentlig
flere problemer end den kvadratiske programmering, men den er til gengald ogsa
vasentlig mere omstandelig, idet der kan forventes mange iterationer og temmelig
besvarlige regninger 1 hver iteration.

2. Kvadratisk programmering: Wolfe’s algoritme

Vi vil starte vor diskussion af udvidelser af metoderne til ikke-line@re problemer
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med en gennemgang af optimeringsmetoder for kvadratisk kriteriefunktion, noget
der ikke overraskende gar under navnet kvadratisk programmering. Den grundlaeg-
gende ide — her som 1 mangt og meget senere hen — er at fgre problemet tilbage
til noget velkendt, hvilket pa vort nuvarende niveau vil sige at omformulere det til
noget lineert.

Et eksempel vil vise, hvordan man kan ggre det:

Eksempel 4.1

Lad os til en begyndelse se pa det optimeringsproblem, som gar ud pa at minimere funktionen
22 + o2

under bibetingelsen
2c4+y=1

samt ikke-negativitetsbetingelserne x,y > 0. Vi vil ikke fordybe os i, hvorledes dette
problem eventuelt kan vare opstéet af en eller anden gkonomisk sammenhang, men blot
se pa Igsning af det.
Standard-teknikken fra optimeringsmodellerne i gkonomisk teori er at lave Lagrange-
funktionen
L(J?,y, >\) = .732 + y2 + >\(1 — 2z — y)v

differentiere med hensyn til de variable i denne, og derefter lgse de ligninger, der
kommer ud af det. Som bekendt er dette ngdvendige betingelser — hvis (z9,y°) Igser
minimeringsproblemet, ma de ogsé vere lgsning til ligningssystemet.

Ligningssystemet far formen

20 — 22 =0
2y —A=0
2c+y=1
med lgsning
21
0,0
o,y = | =,= | ogA=—
(z°,y (5 5) g
y
7 3
1
A
70 > X
Figur 1
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Eksempel 4.1, fortsat

Geometrien i problemet, vist i figur 1, overbeviser os hurtigt om, at vi har at ggre med et
minimum: Vi skal befinde os pé den rette linie (bibetingelsen) og samtidig sgge den mindst
mulige cirkelbue; det giver den lgsning, vi fandt ovenfor. Vi noterer os ogsa, at vi fik
ikke-negativitetsbetingelserne overholdt n@rmest som en forering, for vi tog ikke hensyn
til det undervejs.

Sadanne “gaver” kan man ikke regne med i almindelighed. Derfor m& man sgrge for
at inddrage noget systematik i sin metode, s at man ikke efterfglgende skal lave de hele
om pa grund af forkerte fortegn. Man er ogsé ngdt til at overveje, om ens lgsning er et
maximum eller et minimum.

I et kvadratisk programmeringsproblem er kriteriefunktionen kvadratisk, mens
bibetingelser som tidligere er line@re. Det har altsa formen

maxc - + z'Dx
under bibetingelserne
Az =b

x> 0.

Her er x en vektor med n koordinater (efter omstendighederne opfattet som vektor
eller som sgjlematrix).

Matricen D, som har dimensionen (n x n), antages at D veare negativ semi-
definit, hvilket betyder at der for en hvilkensomhelst n-vektor u vil gelde, at

utDu = zn: zn: dijUin S 0.

i=1 j=1

Denne betingelse er selvfglgelig ikke let at checke umiddelbart, s& man har
brug for andre metoder til det, og sidanne findes. Man tager alle principale
underdeterminante af orden &, og sé skal determinanternes fortegn s kifte, startende
med noget ikke-positivt. Dette check er heller ikke sa@rlig forbrugervenligt, men i
simple tilfelde gar det som regel.

Antagelsen om at D er negativ semidefinit skal alene bruges til at sikre, at
det, man finder, rent faktisk er et maximum og ikke et minimum. Betingelsen
er &kvivalent med, at den kvadratiske kriteriefunktion f er konkav, (saledes at
fAz+ (1 =XNy) > Az + (1 = N)f(y) foralle z,y i f’s definitionsmangde og
A € [0, 1]. Nar f er konkav, vil et lokalt maximum ogsé veare et globalt maximum,
og dette sikrer, at metoden faktisk beregner et maximum.

Da bibetingelserne er linezre, er det fristende at bruge teknikken fra lineer
programmering (det vil i praksis sige simplex-metoden) til at finde mulige lgsning-
er. Vi skal sd supplere med en metode til at finde en optimal Igsning; her ma vi
finde pa noget nyt, for simplex-metoden giver ikke nogen brugbar anvisning i vor
situation.
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Vi skal se pa en metode, som skyldes Wolfe (1959). Ideen er at bruge simplex-
metoden til at finde en mulig 1gsning, der opfylder Kuhn-Tucker betingelserne. Det
betyder, at vi leder efter x, A og i, som Igser ligningssystemet

c+2Dx — AN+ =0

n

D sy =0,
j=1
p =0

hvor A = (A1,..., \;,) er en vektor af Lagrange-multiplikatorer (hgrende til hver
af ligningerne i systemet Ax = b — da dette er givet ved lighedstegn, er der ingen
fortegnsrestriktioner pa \’erne), og u = (1, - . ., i) er Lagrange-multiplikatorer
hgrende til ikke-negativitetsbetingelserne for .

Dette system kan ogsa skrives som

2Dx — A"\ +pu = —c
p=0
pjr; =0,7=1,...,n

Fgjes hertil de oprindelige bibetingelser
Az = b,

har vi et ligningssystem, der n@sten svarer til dem, som vi kan anvende simplex-
metoden pd; eneste problem er ligningerne p;x; = 0, hvor bade variablene z;
og 1; indgdr, altsd kvadratiske led, og det viser sig ikke at volde de helt store
kvaler. Vi vil derfor at klarggre til simplex-metoden, hvilket betyder, at vi skal have
ikke-negativitetsbetingelser pa alle variable (dvs. ogsa \;).

Vi skriver fgrst vore variable \; som

N = )\; —)\6, /\2,)\6 >0
for hvert ¢, eller. pa matrixform,
A=)\ — e,

hvor e er en vektoren bestaende af m et-taller. Indsettes dette, far vi ligningssyste-
met

Ax =0
2Dz — AN + \jAle + = —c
:;C, Al’ 67//(/ 2 07

ﬂjszo,j:L...,n.
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Vi noterer os nu fglgende: Hvis der findes en mulig Igsning til dette system, da
findes der en mulig basis-lgsning til ligningssystemet minus ligningerne i den sidste
linie, dvs. systemet

Az =b
2Dz — AN + \jAle + = —c
z, ', A5 it > 0.

For at se det lader vi Z, ', \j,, [i vere en Igsning til det store system, hvis vi treekker
A* = min{\(, \,..., A, } fra alle A}, herunder (), har vi stadig en lgsning (pa
grund af vor konstruktion af variablene \}), men der kan hgjest veere m af dem,
som er forskellige fra 0. Af de resterende 2n variable har vi fra nederste betingelse,
at der hgjest er n forskellige fra 0. Ialt er der altsa hgjest n + m ikke-nul elementer
i lgsningen, som dermed ma vere en basislgsning i det nederste system.

Dermed er vi klar til at gennemfgre Wolfe’s algoritme. Den gar ud pa at bruge
simplex-algoritmen til at finde en lgsning til ligningssystemet ovenfor, noget som
simplex er velegnet til. I princippet er alt, hvad vi skal ggre, at opstille et tableau
svarende til systemet, dvs. tableauet

b A 0 0 0
—c 2D —At Ate T

Her skal vi blot have os en basislgsning, som har den egenskab, at hvis der er
et z; i basislgsningen med verdi > 0, sd er u; ikke i Igsningen. Det er, som
man kan se, et problem om at finde en eller anden basis, noget vi erindrer fra
diskussionen af simplex. Standardfremgangsmaden er her, at man tilfgjer kunstige
slackvariable, som man derefter forsgger at f ud (f.eks. ved at maximere en kunstig
kriteriefunktion med koefficienter —1 for de kunstige variable og O ellers.

Brugt uden forbehold vil denne metode fgre til, at vi fgjer m + n nye slack-
variable pd, en pa&n udvidelse af det i forvejen ret store tableau. Ofte behgver man
dog ikke sa mange, for man har ofte umiddelbart en nogle gode kandidater til en
basislgsning ihvertfald i de oprindelige bibetingelser, og dem kan man sa supplere
op. Det ser ogsa ud til, at der er lovende kandidater at hente fra 1;-variablene, men
her er sagen lidt mere tricky — man maé dels ikke bruge et 1; hvis man allerede har
taget x ;, og der er desuden et problem med minus-tegneti vektoren c’s komponenter,
som kan fgre til, at vi ikke kan bruge den.

For at angive en sikker metode til, hvor lidt man kan ngjes med som kunstige
variable, plejer man at skrive hele Wolfe-algoritmen lidt mere detaljeret op:

Trin 1. Brug simplex-metoden til at finde en mulig basislgsning i ligningssy-
stemet Ax = b. Vi skriver denne som en m-vektor xtp > 0 (resten er 0) og
lader B vere de tilhgrende sgjler i A, dvs. Bxpg = b; tilsvarende lader vi Dp
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den (n x m) matrix, der fremkommer ved at velge de sgjler fra D, der svarer
til basis. At finde en Igsning til dette system er en forholdsvis lille opgave (ofte
har man endda en fardig Igsning, hvis problemet var givet ved ulighedstegn).
Bemerk, at hvis der ikke er nogen Igsning 1 denne fase, da er der heller ingen
lgsning til det oprindelige kvadratiske programmeringsproblem, og s kan man
jo stoppe allerede her.

Trin 2. Viudregner stgrrelsen nu it = —c—2D px . Denne stgrrelse er egentlig
kun sjov fordi vi leder efter n yderligere basisvariable til vort store problem,
og hvis vi holder z’erne fast pa zp og kun leder i de gvrige variable, bliver
hgjresiden lig 4. Nar den pageldende variabel er negativ, tilfgjer vi en kunstig
variabel med koefficient —1 (sa passer pengene nér vi ganger igennem med —1).
Ellers tilfgjer vi en med koefficient 1. Ialt sker der altsa det, at vi vi tilfgjer en
ny vektor af variable u = (uq, ..., u,), som fgjes til Kuhn-Tucker ligningerne
med same fortegn som . Formelt definerer vi koefficienterne A ; ved

A — +1 hvisa; >0,
71 =1 hvisa; <0,

og lader A vare diagonalmatricen med A, pé (j, j)’te plads. Vi interesserer os
nu for ligningssystemet

Az = b,
2Dz — AN + Aledy + p+ Au = —c,
xa)\,a 6,,&,’& > 0.

Opstillet pa tableauform bliver dette til:

b A 0 0 0 O
—c 2D —At Ate T A

Til brug i simplex-algoritmen ganges der igennem med —1 1 de rekker j for
hvilke ¢; > 0.

Trin 3. Vi har en verdi af x fundet i trin 1, og vi s&tter de gvrige variable til
folgende:

)\/:O, )\OZO,M:O, Uj:Aj’LALj,j:L...,n.

Der kan her hgjest vaere m + n variable forskellig fra O (og i sa fald positive);
vi har en lgsning til ligningssystemet beskrevet 1 trin 2. Det er endda en
basislgsning, idet matricen af tilsvarende sgjler, skrevet pa blokform som

B 0
2Dp A
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er reguler; den har nemlig invers
B~1 0
—2ADpB~ LA
(det checkes let ved at regne efter og bruge, at AA = I.

Trin 4. Vi har nu en basislgsning og kan bruge simplex, idet vi minimerer
Z=Ul + ...+ Up;

der er blot én lille modifikation, nemlig at vi ikke mi have z; og u; inde i
basis samtidig (med mindre den ene har vaegt 0 i forvejen eller far vaegt 0, nér
den kommer ind). Da vor startbasis har egenskaben, skal vi blot sikre os, at
vi ikke inddrager x;, hvis vi allerede har u; (og denne ikke dermed forlader
basis), eller omvendt. Dette kaldes for “Wolfe-simplex”’; vi stopper som vanlig,
nér ingen variabel i c-rekken har negativ koefficient. Af den fundne Igsning
bruger vi kun z-komponenten; den er lgsningen til det oprindelige kvadratiske
programmeringsproblem.

Da algoritmen ovenfor er baseret pa simplex, ved vi, at den stopper efter

endelig mange skridt. At det faktisk — som anf@rt ovenfor — er lgsningen til det
oprindelige problem, er mindre klart. Faktisk krever det et bevis, som vi dog ikke
vil ga ind pa her; det kan findes f.eks. i Simmons [1975], kap 6.

Beregningerne i forbindelse med et kvadratisk programmeringsproblem kan

udfgres ved hjelp af et tableau, der dog nu bliver noget stgrre, end problemet
umiddelbart antyder.

Eksempel 4.2

Lad os se lidt neermere pa problemet:

max 3xq + 4xo — x% + 2x1x2 — 21’%
under bibetingelserne
x1 + 2x0 <7
—x1 + 222 <4
x1,x2 > 0.
Det er klart nok at vi har et kvadratisk programmeringsproblem, kriteriet er en kvadratisk

funktion i de to variable 1 og x2. For at kunne genkende vor tidligere formalisme, ser vi
at det kvadratiske led ogsé kan skrives som

med
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Eksempel 4.2, fortsat

Grunden til, at vi ikke kalder denne matrix for D, er at vi ikke har den faerdige formulering
endnu; bibetingelserne er jo ikke givet ved lighedstegn, som de skulle vere, s vi bliver
ngdt til at tilfgje slackvariable x3 og x4. Dermed er vi klar til at bruge Wolfe’s algoritme,

idet vi nu har
. 1 2 10 (7
A=(N 30 )) e=(3)

-1 1 00 3
p=1o o 0o <=|o
0 0 00 0
Vi har, at
1 -1 0
ve= 22 ()=(1)
0 1 1
og vi kan nu opstille det fgrste tableau pa formen
b A 0 0 0 O

—c 2D —At Ale I A

Med data som i problemet ovenfor far vi fgrste tableau med udseendet:

7 1 2 10 0 O OOOOO O O OO
4 -12 01 0 0 00O0OO0OO0O O O OO
-3/ -2 2 00-1 1 01000-1 0 00
—4 2 400 -2-240100 0 —-100
0 0O 0 00-1 0 10010 O0 010
0 0O 0 00 0 -1 1T 00O0OT1 O O0 O1

Tableauet kan enten forstdes umiddelbart, idet vi har opstillet vort ligningssystem i
tableauform og sa har tilfgjet kunstige variable i det omfang, det var ngdvendigt — der
er to gode basisvariable i de fgrste bibetingelsers slackvariable 3 og x4, men si kan vi
ikke bruge p3 og 4, som ellers var fristende. Derfor nye variable u3 og u4. Vi kan heller
ikke bruge p1 og pg, for der stir jo — i fgrste sgjle, sé hele rekken skal ganges igennem
med —1, hvorefter der ma tilfgjes kunstige slackvariable — eller alternativt, vi skal tilfgje
kunstige variable med koefficient —1 (som vist) og derpa skifte fortegn.

Det er igvrigt netop dette tableau, der kommer frem, hvis man fglger Wolfe-
algoritmens generelle, men noget knudrede forskrift, sdledes som angivet ovenfor. I vort
eksempel, hvor vi har basis i slack-variable for de oprindelige bibetingelser, koger forskriften
ned til at sette fortegn pa koefficienter til de nye kunstige slackvariable i overensstemmelse
med fortegnene i —c.

Vi har altsé startbasis i 3, x4, u1,u2,us, uq, og vi vil gerne af med u’erne. Vi
maximerer derfor funktionen — Zj u; og far det fgrste tableau som:
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Eksempel 4.2, fortsat

0 o o0 o000 O O O OO0OO0O-1 -1 -1 -1
7 1 210 0 O O O O OO O O O O
4/ -12 010 0 0 O O OOO O O O
3 2 -200 1 -1 0 -1 0 00 1 0 0 O
41 -2 4 00 2 2 -4 0 -100 0 1 0 O
0 o oo00-1 0 1 O O 10 0 0 1 O
0 o o 00 0 -1.1 0 O0O0O1 0 0 o0 1

Vi klarggr tableauet, sa der er 0 i gverste reekke over alle basisvariable (svarende til at legge
hver af de nederste fire r&kker til den gverste:

7 0o 2 00 2 0 -2 -1-1110000
7 1 210 0 O O O O OOOOOO
41 -1 2010 0 0 O 0 O0O0OO0OO0OO0OO
3 2 -200 1 -1 0 -1 0 001 0O0O0
41 -2 4 00 2 2 -4 0 —-1000100
0 o 0 00-1 0 1 O O 1O0O0O0OT1O0
0 O 0 00 O -1 1 O O 010001

Sé kan vi gé i gang. Vi skal have 2. sgjle ind (den er fgrste sgjle som har stgrste koefficient
2, og der er ingen bindinger), og det betyder, at vi ma pivotere om fjerde rekke. Derved far
vi et nyt tableau, som ser saledes ud:

5 1 o600 1 -1 0 -1 -0,5 110 —-0,500
5 2 010 -1 -1 2 O 0,5 000 —-0,500
2 O oo01 -1 -1 2 O 0,5 000 —-0,500
5 1 000 2 o -2 -1 -0,5 001 0,5 00
1,-051000505-1 0 —-0,260060 0,25 00
0 0O 000 -1 O 1 0 0 100 0 10
0 0O 000 O -1 1 O 0 010 0 01

Her skal vi have x1 ind i basis, og derved gér x3 ud. Der pivoteres, og i naste tableau
(som ikke er vist) har A; stgrst positiv koefficient (nemlig 1, 5), s den skal ind, og den
fortreenger w1 . Efter pivotering ser tableauet saledes ud:

100 -0,200 —0,8 0,8 —-0,4 —-0,3 1 1 —0,6 —0,50 0
3/10 04 00 —0,4 0,4 —-0,2 0,1 00 0,2 —0,500
3/00 -0,210 —0,8 0,8 —-0,4 0,2 00 0,4 —0,500
1100 -0201 0,2 —-1,2 —0,4 —-0,3 00 0,4 0,5 00
2/01 03 00 02 -02 01 —0,0500 —0,1 0,25 00
1100 -0,200 02 -0,2 —-04 —-0,3 10 0,4 0,3 10
0/loo0 0 00 -1 1 0 0 01 0 0 01
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Eksempel 4.2, fortsat

Her er det p3, som skal ind i basis, og det kan godt lade sig ggre, da x3 ikke er i basis.
Pivotelementet er i nastnederste rekke, s us forlader basis, og da der allerede stir en
enhedsvektor i s@jlen, sker der kun justeringer i gverste reekke, som bliver til:

l0]00000-110001-1-1-10

Nu er det reekken svarende til Ao, som skal ind i basis. Vi ser, at det mindste af tallene
fremkommet ved at dividere elememt i b-sgjlen med positivt element i sgjlen er 0, som
kommer fra nederste r&kke. Det betyder, at vi skal pivotere i nederste rekke. Da vi
allerede ser, at dette pivotstep fgrer til, at u4 forlader basis, behgver vi ikke at gennemfgre
rekkeoperationerne, for vi ved nu, at vi har en lgsning, og den kan jo allerede afleses i
b-sgjlen (som ikke @ndres pivotsteppet, check selv!).

Viharaltsd en lgsningmed x1 = 3,22 = 2,24 = 3,1 = 1,0g 3 = 1. Variablen
Ao er i basis pa nul-niveau, og de gvrige variable er naturligvis ogsa 0.

3. Konveks simplex-metode

Hvis det foreliggende problem er af en type, hvor kriteriefunktionen ikke med
rimelighed kan tilnrmes med enten en line@r eller en kvadratisk funktion, mé
man sgge hjelp i andre metoder. Vi skal ngjes med en enkelt, nemlig den sakaldte
konvekse simplex-metode introduceret af Zangwill i 1967.

Problemet, som skal Igses, er fglgende:

max f(z)

under bibetingelserne
Az =b

x >0,

hvor A er en (m x n)-matrix og kriteriefunktionen f er C'! (differentiabel med
kontinuerte fgrste afledede). Metoden er i sin tid udviklet for problemer med
konveks kriteriefunktion, men den kan benyttes mere generelt.

Antag, at vi har en basislgsning x med tilhgrende basis B. Vi skriver lgsningen
som (zp,zR),hvor x5 er vektoren svarende til de m variable i basis, og z i er de
resterende n — m koordinater. Vi skriver matricen A tilsvarende som A = [B R],
hvorved bibetingelserne far formen

Ax = Brxp + Rxr = Bxp + Z xja; = b,
JER
hvor R er mangden af ikke-basis sgjler i A, og a; er den j’te sgjle A. Da B er
invertibel, har vi
rp = B— Z l’jd]‘,
JER
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hvor b er veerdierne af basisvariablene (venstre sgjle i simplex-tableau’et), og a; er
j’te sgjle im tableau’et. For den 7’te basisvariabel giver det en vaerdi

rpi=bi — Y xjdq,

JER

1=1,...,m.

I fgrste omgang kan dette virke lidt omstendeligt, 1 og med at ikke-basis
variablene er O i en basislgsning, men vor udledning skal l@ses en lidt anden vej:
Den viser sammenha@ngen mellem x g og x g 0gsa hvis de sidste @ndres en smule fra
vardien 0. Dette vil vi udnytte ved at indsatte det sidste udtryk i kriteriefunktionen
f(z) = f(xp,zR), der med vor formel for z indsat bliver en funktion alene af
TR,

A~

f(zp,zr) = f(TR).

Giver vi en ikke-basis variabel x; en lille tilvakst, fir vi en @ndring i kriteriefunk-
tionen pa

(9.’l7j B 8£Cj 83331' 8$j

_of & of

4y,

a_f_ﬁJri df Orpi
=1

Ga:j i—1 8xBZ~

eller, pa matrixform,
of _ of
N G
Her har vi indfgrt notationen D f(z) 5 for den del af gradientvektoren til f i z, som
svarer til basisvariablene.
(Egentlig er udregningen ovenfor, der viser, hvad der kommer ud af det i form
af gget kriterieverdi, hvis man gger en ikke-basisvariabel, ikke ny. Hvis vi lader
f(x) vere den linezre funktion ¢ - x, far vi

of :
j 3
Ox j
som er koefficienterne til c-rekken 1 simplex-tableau’et.)
Vi kan nu finde en retning at bevage os vek fra x 1, nemlig i retningen af en
ikke-basisvariabel x;, for hvilken kriterievardien vokser. Der er flere muligheder,
sa vi finder et index j; med
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og et index jo med
of ~_  Of
(‘373-2% - R 8—%%-
Den sidste udregning er med for det tilfelde, at det er optimalt at ggre x; mindre
(det er det ikke i allerf@rste trin, hvor de alle er O, men 1 de senere trin kan vi have
ikke-basisvariable med vagt forskellig fra 0). I dette tilfelde skal den partielle
afledede vere negativ.
Det ligger lige for, at hvis
of > 0, il‘ jo = 0
ox j1 ox jo
da skal vi gge x;, . I det omvendte tilfelde skal vi formindske x;,. Hvis de begge
har rigtigt fortegn (henholdsvis > og <), er det lidt mere uklart, hvad man skal
ggre; Zangwill foreslar at velge den variabel, for hvilken det tilhgrende udtryk er
stgrst, og denne regel synes at have fungeret godt 1 praksis.

Den sidste mulighed, nemlig

Of o OF
ale ’ 8:Ej2
kan vises at vere ensbetydende med, at Kuhn-Tucker betingelserne er opfyldt i
punktet x. Hvis f er konkav, har man dermed en optimal lgsning.

Dermed har vi fundet ud af, hvorledes vi beveger os vek fra en Igsning (med-
mindre den er optimal). Der resterer at finde ud af, hvor langt vi skal bevage os.
Det er nemlig ikke banalt som i simplex-metoden, hvor vi pd grund af kriteriets
linearitet altid skulle ga sa langt, det var muligt, dvs. indtil en af basisvariablene
blev trengt ud af basis. Det er ikke ngdvendigvis nogen god ide generelt, for
kriteriefunktionen kan vokse 1 starten, men derefter begynde at falde.

Der er tre tilfelde:

Y

Lja >0

Tilfeelde 1: x; skal vokse, og der er mindst én koordinat af a;, som er positiv. I dette
tilfeelde vil en eller flere af basisvariablene aftage, ndr x; vokser, og den fgrste, som
bliver 0, vil vaere z p;, givet ved

LBiy min IBi

dioj ©:a45>0 Q4

Dette er velkendt fra simplex; vi kalder venstre side for A og har, at x; ikke kan
gges med mere end dette, hvis lgsningen skal forblive mulig.

Det er imidlertid som navnt ikke sikkert, at man skal gé sa langt; det ath@nger
af kriteriefunktionens verdi undervejs, og man beregner derfor f(x + As), hvor s
er vektoren (svarende til den retning, man beveger sig) med

S; = 1, S5 = O,
i"€R, G # 7,
sjr = —aij, j" ¢ R, xjr = v,
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og ) antager passende mange verdier i intervallet [0, \]. Det nye z bliver da
bestemt ved det A, for hvilken kriterievaerdien er stgrst. Hvis maximum antages
for A = ), far vi dermed et basisskift. Ellers vil vi have den gamle basis, men nye
ikke-basisvariable i x med vaegt forskellig fra O.

Tilfeelde 2. x; skal gges, men ingen koordinater af a; er positive. Her gés der frem
som fgr, bortset fra, at ligegyldig hvor stort et A vi vaelger, vil vi stadig have den
gamle basis; vi skal derfor finde ny verdi af x ved at maximere f(x 4+ \s) over
alle A > 0. Der valges igen et passende antal verdier af A; vi kan her risikere, at
der slet ikke er noget maximum, og i sa fald slutter algoritmen, idet er der ikke er
lgsning.

Tilfeelde 3. x; skal formindskes (hvilket naturligvis forudsetter, at den var positiv
i forvejen). Nu kan x; ikke mindskes lavere end til O, men der kan endda vere
forhindringer for, at den kan ga sa langt ned; find 7o af

T Big T Bj

- = max -——;
Qg 5 :a45<0 Qg

kaldes venstresiden )\, og s@tter A = min{—\’, z;}, skal vi finde den maximale
verdi af f(x — As) for \ i intervallet [0, \]. Som i tilfzlde 1 kan resultatet blive,
at man stopper inden A og bibeholder den gamle basis. Det vil man ogsi ggre i
nogle tilfzlde, selvom man har maximum ved A = \; for at x; gar ind i basis og
driver en anden ud, kreves faktisk bade at A er optimal og at —\' < x;. Under
alle omst@endigheder opdateres =, og vi har en ny mulig Igsning, hvormed der kan
fortsattes.

Eksempel 4.3

Betragt maximeringsproblemet

max 10log(z1 + 1) — 2z1 + @1 (z2 + 1)2
under bibetingelserne

1+ 22 <12

—x1+22<6

z1,22 20

Vi gnsker at lgse ved konveks simplex og opskriver straks det fgrste tableau (hvor der er
indfgrt slack-variable):

rp = 12 1 1 1 0

I‘BQZ6 —1 1 0 1

Vi har her brugt notationen x p; for verdien af den ite basisvariabel; det er vigtigt at holde
styr pa disse. Det er ogsa praktisk at have den pagaldende variabel stdende i over sin sgjle.
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Eksempel 4.3, fortsat

Vi har en basis i variablene x3 og x4 (séledes at fgrste basisvariabel z g1 er x3, anden
basisvariabel x4. Vi finder nu

of _ of .

2 _ Y p .

51 a f(@)p - a1

10 2
x1+1
0og

ﬁ = 2:1?1(3?2 + 1) =0.
Oz

Vi skal altséd gge 1. Vi finder graenserne (idet der er positive elementer i 1. sgjle) til
12/1 = 12, og vi skal altsé Igse

maxf((O, 07 12) 6) + >‘(170) _1) 1))

for 0 < X < 12. Bemeark, at de to sidste koordinater i vektoren (1,0, —1,1) er fgrste
s@jle med modsat fortegn, det er netop basiskoordinaternes ath@ngighed af x .

Nar der indsettes, far vi
max 10log(A+ 1) — A
over 0 < A\ < 12. Vi differentierer og s@tter lig nul, hvorved vi far

10

=1
A+1

eller A = 9, som er indenfor det tilladte A-interval.
Vi opdaterer nu:

1 0 1 9
e I o] (o
zs | =2 ] 221 = | 3
4 6 1 15

Da maximum af X var inde i intervallet, kan vi beholde basis. Det nye tableau ser sdledes
ud:

r1 T2 X3 T4
g1 =3 1 1 1 0

rpa=15 | =1 1 0 1

Der er ikke sket noget inde i tableauet, for vi har ikke @ndret basis. Men randsgjlen
er &ndret, fordi vi har opdateret vore basisvariable.

Vi gar nu i gang med samme procedure som sidste gang:

of _ 10

—2 1)2=0
ox1 r1+1 +(:U2+ )
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Eksempel 4.3, fortsat

(det er ikke overraskende, at vi far nul her, for sidste gang justerede vi netop pd denne
variabel),

of =2z1(z2 +1) = 18.
0o

Vi skal altsa gge xo. Granserne findes som

3 15
min{—,—} =3,
11

og vi skal lgse maximeringsproblemet
ma'xf((97 07 37 15) + )‘(07 17 _17 _1))
over alle X i intervallet 0 < A < 3. Ved inds@tning af udtrykket for f far vi, at vi skal

maximere 10log 10 — 18 + 9(\ + 1)2, og det ses direkte, at maximum fas ved at g ud
til hgjre endepunkt af intervallet, dvs. A = 3. Ved opdatering af variablene fés

21 9 0 9
z2 | _ 0 1 B 3
es | =13 ]3] = o)
- 15 1 12

og skal ogsa lave et basisskift: x2 gér ind i basis, x3 gér ud.
Det nye tableau ser saledes ud:

r1 T2 I3 T4

rgl =22 =3 1 1 1 0

Tpo=x4=12 | -2 0 —1 1

Indmaden i tableauet er fundet ved s@dvanligt pivotstep. Venstre sgjle er den opdaterede
basis.

Vi gér i gang med et nyt beregningstrin:

o7
6_3.:)1 _ xll_(')_ - — 2+ (22 + 1)2 —[(2z1(xz2 + 1),0) - (1,—2)] = —57,
Ao [(2z1(z2 + 1),0) - (1, —1)] = =72,

8.1}3

hvor fgrste vektor i den kantede parentes har de to koordinater 9 f /0x2 og O f /Ox4. Den
anden af de to negative afledede er uinteressant, da x3 er 0, men den fgrste af dem tilsiger,
at vi skal reducere x; . For at finde greenserne for denne reduktion finder vi 12 / —2= -6,
sd vi kan gé ned til 9 — 6 = 3. Det betyder, at vi skal finde

max f((9, 3,0, 12) - >‘(1’ —1,0, 2))
pé intervallet 0 < A < 6. Ved indsattelse af udtrykket for f bliver dette til

max 101og(10 — A) 4 126 + 58\ + A% — A3,

76




Eksempel 4.3, fortsat

Denne funktion lader sig ikke maximere med simple metoder, s& vi opstiller en tabel over
dens vardier i det tilladte interval:

A /

0 149,03
1 205,97
2 258,79
3 301,46
4 327,92
5 333,09
6 307,86

Vi finder A mellem 4 og 6. Ved at checke den aflededes fortegn i punkterne eller ved
yderligere opdeling kan man se, at maximum ligger mellem 4 og 5, omkring 4, 5 (faktisk
er det 4,671). Den nye Igsning bliver da:

- 9 1 45

T2 | _ 3 _ -11 _ 175

zs | = | 0 451 0 1= o |
vy 12 2 3

basis er uendret. Det nye tableau bliver:

rB1 =22 =71,5 1 1 1 0

rgo = x4 = 3 -2 0 -1 1

Vi fortsetter med et nyt beregningstrin, og vi finder

of
— ~0
o1

(at det ikke passer helt, skyldes vor afrundingsfejl), samt

aa_f =0 — [(2z1 (22 +1),0) - (1, ~1)] <0,
T3

og vi konkluderer, at lgsningen er optimal.

4. Opgaver

1. En forbruger skal finde maximal nytte pa en budgetmangde givet ved priser
p1 = 2 0g po = 3 pa to fgdevarer og indkomsten 5 samt en ekstra bibetingelser om
at kalorieforbruget ikke ma overstige 2000 kJ, idet varerne indeholder henholdsvis
900 og 1100 kJ pr. enhed. Forbrugerens nyttefunktion er af formen

U(Z‘l, 1‘2) - 31‘1 + 21‘2 + x129.
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Find optimum ved kvadratisk programmering.

2. Lgs problemet
max log(xy + 2) — y* + 22
under bibetingelserne
r+y+2<3
20+ 2 <4
x,y,z >0

med konveks simplex.

3. Lgs fglgende optimeringsproblem

max ryz

under bibetingelserne
r+2y+32<10
20 +3y+2<10
z,y,z >0

ved hjelp af konveks simplex.

(Det dur ikke at starte med x = y = z = 0, for sd kan vores algoritme ikke komme
videre. Overvej, hvad man kan ggre!)

5. Litteratur

Gennemgangen af kvadratisk programmering er inspireret af pa fremstillingen i
Simmons [1975], der ogsa giver en alternativ algoritme til lgsning af kvadratiske
programmeringsproblemer.

For generelle ikke-line®re programmeringsproblemer findes flere forskellige
algoritmer; konveks simplex er saledes blot en ud af mange, der alle er ganske
komplicerede at anvende.
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KAPITEL 5

Heltalsprogrammering

1. Optimering med heltalsrestriktioner

I det foregdende har vi antaget, at de variable i vore optimeringsproblemer kunne
antage alle reelle vaerdier, at der altsa ikke var nogen indskraenkning i deleligheden.
Det er der desvarre ganske ofte i praksis. Visse variable kan f.eks. kun antage
heltallige veerdier, eller de har diskret variation, saledes at de antager én ud af endelig
mange mulige vaerdier. I en sddan situation kan man ikke l&ngere umiddelbart bruge
metoderne fra de foregdende kapitler. Der ma s@rlige metoder til, og dem ser vi
lidt neermere pa i dette kapitel.

Her er et par typiske eksempler pa heltalsproblemer:

Eksempel 5.1

1. Et 0-1 knapsack problem kan se ud som fglger: Vi skal som det sig hgr og bgr pa tracking
i Nepal, og vor rygszk skulle gerne indeholde fglgende effekter:

Vegt (kg)
Turistfgrer 0.5
Sovepose 1.2
Toiletsager 0.8
Walkman 0.7
Kinder melkesnitter 0.5
Barbar PC 1.7
Whisky 0.9
Noter til Operationsanalyse 14

Det oplyses fra arranggrerne, at rygsaekkene ikke mé veje mere end 3 kg, s der ma veelges
ud fra ovenstaende effekter. Kriteriet for dette valg er, hvad det koster at kgbe tingene pa
stedet, og det oplyses at vere fglgende:
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Eksempel 5.1 fortsat

Pris ($)
Turistfgrer 25
Sovepose 35
Toiletsager 2
Walkman 40
Kinder melkesnitter 25
Barbar PC 620
Whisky 40
Noter til Operationsanalyse 100

Beslutningsproblemet ses nu at ga ud pa at maximere vardien af den rygsag der pakkes
(séledes at udgifterne til at kgbe det, der ikke tages med, er sa sma som muligt). Hvis vi
indfgrer en variabel x; for effekt nr. 7, sdledes at x; = 1 hvis vi tager ¢ med og 0 hvis vi
ikke tager ¢+ med, bliver det til

max 25x1 + 35x9 + 2x3 + 40x4 + 2525 + 620x¢ + 40x7 + 100xg
under bibetingelserne

0.521 + 1.2x9 + 0.8x3 + 0.7x4 + 0.525 + 1.7 + 0.927 + 1.425 < 3
z; € {0,1},i=1,...,8.

I den generelle udgave er der n forskellige projekter. Det j’te projekt har omkost-
ninger a; og vardi c;. Hvert af projekterne kan enten iverksattes eller udelades; det
er ikke muligt at gennemfgre et projekt delvist. Der er et givet budget b til at betale for
projekter med, og der gnskes iverksat projekter pa en sadan made, at den samlede veardi
maximeres. Hvis vi indfgrer variable x;, som tager verdien O eller 1, alt efter om projekt
1 gennemfgres eller ej, far vi, at der skal veelges verdier af x;,7 = 1,...,n, siledes at

?:1 c;x; maximeres under bibetingelserne

n

Zaja:j <b, z €{0,1}".

Jj=1

2. Det fglgende problem drejer sig om, hvordan man skal placere “faciliteter” som f.eks.
brandstationer eller pglsevogne: Antag, at vi har en liste af mulige placeringer, eller
formelt en mengde N = {1,...,n} af forskellige lokaliteter, hvor vi kan placere en
af de pageldende faciliteter. Placeres den i lokaliteten j antages det at give anledning
til en omkostning c; (der ath@nger af placeringen, det er f.eks. dyrere at leje lokaler pd
Rédhuspladsen end pa Halmtorvet). Ved placering j er der en vis del af alle potentielle
kunder (denne samlede kundemangde skrives som M = {1,...,m}), formuleret som en
given delmangde M af M, der betjenes fra j.

Problemet er nu at placere faciliteter sa billigt som muligt, men samtidig séledes at
alle kunder bliver betjent.

For at fd dette til at blive et optimeringsproblem indfares variable x;, indiceret ved
de mulige lokaliteter i NV, med vaerdier enten O eller 1, séledes at z; = 1 hvis der placeres
facilitet i lokalitet j, og =; = O ellers. Betingelsen om, at alle kunder skal betjenes, er
teknisk set at maengderne M for de j’er, der faktisk vaelges, skal overdekke M (sledes
at hver s € M er i mindst €t Mj).
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Eksempel 5.1 fortsat

Det lader sig mest bekvemt formulere ved brug af passende matricer: Vi lader A vere
(“incidens”-)matricen med elementer

_J 1 hviste M,
@5 =0 hvisi ¢ M,

fori=1,...,m,j=1,...,n. Hvisz = (z1,...,xn) er en n-vektor af 0 eller 1, med
1-taller pé alle de pladser i x, for hvilke den tilsvarende mangde M er med, sd har vi en
overdekning i den ovenfor beskrevne forstand netop hvis

Az >1
er opfyldt. Vi skal med andre ord lgse

min c-x

under bibetingelserne
Az >1

x € {0,1}"

Hermed er problemet om valg af placering blevet omformuleret til et sedvanligt optimer-
ingsproblem, dog med heltalsrestriktioner pa de variable.

3. Betragt heltalsproblemet
max0.18x1 + z2

under bibetingelserne

r1 <5
zo < 3.75
0.2521 +xz2 <4
x1,X2 €Z+
Lgses dette problem som et LP-problem uden hensyntagen til heltalsbetingelsen, fés

Igsningen
x1 =1, xo = 3.75, kriterieverdi = 3.9.

Nar heltalsbetingelsen tilfgjes, vil det veere fristende simpelthen at runde ned til neermeste
heltal, saledes at vi far 1 = 1, xo = 3.

Deter imidlertid ikke lpsningen til heltalsproblemet: Ved at indsatte i bibetingelserne
ser vi,at 1 = 4, x9 = 3 opfylder alle restriktionerne, og vi har, at den giver stgrre verdi
af objektfunktionen, nemlig 3.72.

Moralen er, at selvom LP-problemet er ret teet pa heltalsproblemet, behgver Igsningen
til LP-problemet bestemt ikke at ligge tat pa lgsningen til heltalsproblemet. Dette er en af
grundene til, at der ma benyttes serlige metoder til at 1gse heltalsproblemer.

2. Metoder for heltalsprogrammering (1): Generel teori

De fglgende afsnit er en ganske kort introduktion til teorien om Igsning af
heltalsproblemer. Der ses kun pa problemer, hvor kriterie savel som bibetingelser
er givet ved line@re funktioner — naturligvis kombineret med heltalsrestriktioner.
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Sadanne optimeringsproblemer kaldes forstaeligt nok for ILP (Integer Linear
Programming) problemer.

Egentlig er der ikke sa meget teori, for der findes en lang rekke forskellige
mader at tackle heltalligheden pa, og teorien gar n@rmest ud pa at systematisere
dette virvar, vise at der, nar det kommer til stykket, er et vist, ret beskedent udvalg
af metoder, som kan bruges afth&nging af problemets n@rmere natur. Det endelige
metodevalg er dog alligevel temmelig vasentligt for, hvor stor succes man vil have
med sin problemlgsning.

Den grundlaeggende ide ved Igsning af ILP-problemer er at anvende lineer
programmering kombineret med passende argumenter til at handtere heltalsrestrik-
tionerne.

(a) Den nemmeste situation er den, hvor problemet

maxc- &
under bibetingelserne (1)
Ax <b, x € Z

har samme lgsning som det tilhgrende line@re programmeringsproblem, hvor = kan
valges fra R’} , dvs. hvor man far noget heltalligt som Igsning f.eks. ved simplex-
metoden.

Man kan imidlertid ikke basere en generel forskrift pa den slags held, sa i det
felgende antages det, at (1) ikke giver heltallig lgsning.
(b) Man kan sa forsgge at komme tet pa det oprindelige problem ved at lgse et
andet LP-problem, der maske er nemmere at gennemskue. Hvis man saledes tager
en anden koefficientmatrix A og en anden b-vektor B, valgt saled es, at

Az < b
opfyldes af alle x, der opfylder de rigtige bibetingelser, dvs. alle  fra ma@ngden
S ={x|Az <b,x € Z}.
I sé fald vil en Igsning til problemet
max{c- z|Ax < b,z € R}

(hvis der findes en) give en kriterievaerdi Z, der er mindst lige sa stor som den rigtige
lgsning (der er nemlig maximeret over en ma@ngde af x’er, som indeholder S).

Det ser maske ikke ud af sa meget, men det giver ihvertfald et check pa, at der
er lgsninger i det oprindelige problem, samt en gvre grense for kriterievaerdien i
optimum, séfrem det findes.

(c) Mere systematisk defineres en relaxation af optimeringsproblemet (1) som et
optimeringsproblem
max {zgp(z)|z € Srp},
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hvor Sgp C R} er en mangde (af brugbare lgsninger til det Relaxerede Problem),
som opfylder
S C Sgrp

(ligesom det var tilfeeldet ovenfor i (b)), og funktionen zzp : R™ — R er en eller
anden kriteriefunktion (til det Relaxerede Problem), der opfylder

c-x < zgrp(x), allex € S.

Formalet med relaxationen er det samme som i (b) ovenfor: Hvis problemet RP
ikke har Igsninger, da har (1) heller ingen Igsninger. I modsat fald gaelder

ZO S Z%Pa

hvor z° og 2% 5 er maximumsveardierne af kriteriefunktionen i de to problemer.

I den generelle formulering behgver hverken kriteriefunktion eller bibetingel-
ser 1 det relaxerede problem at vere linezre; denne generelle formulering har dog
mest interesse 1 den teoretiske diskussion (se naste afsnit), for 1 praksis vil man
n&ppe vare b egejstret for at bytte et line@rt problem ud med et ikke-lineart. Det er
mest naturligt at interessere sig for relaxationer i form af LP-problemer (simpelthen
fordi LP-problemer er de nemmeste at have med at ggre).

(d) Den simpleste relaxation til (1) er problemet
max{c - z|Azx < b},

hvor man blot har droppet heltalsbetingelsen. Det er imidlertid ikke altid, at den er
bedste bud, jvf. eksempel 3 ovenfor, og strengt taget bringer det os blot tilbage til
punkt (a).

Neste skridt vil vere at bibeholde kriteriefunktionen men @ndre pa bibetingel-
serne, og det kan der tit komme noget godt ud af, fordi mengden S af mulige x
med heltalsbetingelserne opfyldt kan skrives pa flere forskellige méder, nogle mere
bekvemme end andre. En sarlig simpel méade at omskrive pa er at tilfgje uligheder;
denne standardmetode diskuteres i n@ste afsnit.

3. Metoder for heltalsprogrammering (2): Gyldige uligheder

En ulighed
a1y + -+ apr, < B

er gyldig (eng.: valid) for S (der blev indfgrt i forrige afsnit som mangden af
brugbare lgsninger til heltalsproblemet (1)), hvis den er opfyldt for alle = fra .S.

En gyldig ulighed kan tilfgjes til et optimeringsproblem uden at dette &ndres.
Hvis man er sarlig heldig, kan disse nye uligheder lede frem til heltalslgsninger
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selvom de oprindelige ikke gjorde det, og det er begrundelsen for at tilfgje nye
bibetingelser (som man maske ellers ville synes at der var rigelig af fra starten).

Visse gyldige uligheder er naturligvis mere interessante end andre; oplagt nok
er der ingen forskel pa ulighederne

Q171+ + apT, <3
koavxy + - + kayx, < kS

for k > 0. En gyldig ulighed med koefficienter (o, . . . , ay,, 3) dominerer en anden
med koefficienter (o), ..., o, 3'), hvis a; > o, alle 7,0g § < (3, med mindst én
streng ulighed (den har altsd stgrre koefficenter pa venstre side, mindre pa hgjre).
Hvis x tilfredsstiller den fgrste af sidanne to uligheder, sa m& den ngdvendigvis
ogsa tilfredsstille den anden, for

n n
Y ajm <Y o <B<f
=1 =1

foralle z = (x1,...,x,) € S (der er ikke-negativitetsbetingelser pa alle variable).
Det betyder, at den dominerede ulighed med koefficienter (o, ..., al,,3") ikke
forteller noget nyt 1 forhold til den fgrste, eller omvendt at uligheden med
koefficienter

(ala' . aanaﬁ)

er mindst lige sd god til at indsna@vre mulighedsomrédet.

En gyldig ulighed er maximal hvis den ikke er domineret af nogen gyldig
ulighed. En omskrivning af et givet problem vil ofte ga ud pa at lave maximale
gyldige uligheder udfra de gyldige uligheder, som man har i forvejen. Der er flere
forskellige méde at ggre dette pa:

Afrunding. Her erstattes hgjresiden (3 i en heltallig ulighed med koefficienter
(ala cee 7an)6)

med det stgrste hele tal som er mindre eller lig (3; dette tal skrives som | 3]. Vi har
at hvis

axy + - Fape, < B

er en gyldig ulighed med «; € Z for each i, da er ogsa
@y + -+ oy < |

en gyldig ulighed, idet der jo galder, at for ethvert x € S er « - x heltallig.

Linear kombinationer af gyldige uligheder: Hvis (ay, ..., a,, ) og (o), ..., a!

s Cns

(") er koefficientsat for gyldige uligheder, da er enhver ikke-negativ linearkombi-
nation af disse,

(kay + Ko, ... kay, + Kol kB+K'B), kK ko, k{ >0,
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selv en gyldig ulighed. Man kan ga videre til sakaldte disjunktive uligheder: Hvis
mulighedsomrédet S kan skrives som en forening af to maengder S* og S?, og

(at,...,al,B3%, i=1,2,

erkoefficienter for uligheder gyldige for henholdsvis $%,i = 1,2,hvor S'US? = 9,
daer

n
Z min{a;, a? }r; < max{3', 3*}
i=1

en gyldig ulighed for S.
Superadditiv transformation. En funktion F' : R™ — R med F'(0) = 0 kaldes
superadditiv, hvis

F(ui +wug2) > F(uy) + F(us)

for alle uy,us € R™. Det fglger umiddelbart, at der for et positivt heltal K vil
gelde KF(u) < F(Ku).

Hvis F er superadditiv og ikke-aftagende, vil koefficientsattet (o, . . . , ayp, 3)
med

a;=F(ad), j=1,...,n, 8= F(b)

(her er a’ den jte sgjle i matricen A, som definerer bibetingelserne i det oprindelige
problem (1)) vere en gyldig ulighed: Ethvert x i lgsningsmangden er en vektor af
hele tal, sdledes at

n

> F(@)a; = Y [F(@) + -+ F@)] < F(Y_ ') = F(b)

Jj=1 J=1

hvor summen i den kantede parentes bestar af x; led.

Det ses saledes, at der er mindst tre forskellige mader at lave gyldige uligheder
pa. Der er naturligvis mange andre, men det kan vises, at disse tre metoder er
udtgmmende i den forstand, at de kan bruges til at fa samtlige gyldige uligheder
frem; for en given gyldig ulighed for

Ar <b, x>0

med koefficienter (o, ..., a,,3) findes der en superadditiv funktion F' sa o; >
F(a?),alle j,og F(b) < 3. Man kan endda f4 uligheden frem alene ved anvendelse
af linearkombination og afrunding, blot man gentager proceduren tilstrekkelig
mange gange.

Vi skal ikke bruge dette resultat (for ne@rmere formulering og bevis henvises
til f.eks. Nemhauser & Wolsey [1989]). Fordelen ved et resultat af denne type
er, at nar man i praksis leder efter gyldige uligheder, der er mere handterlige end
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de oprindelige, ved man, at et forholdsvis beskedent antal principper er nok til at
bringe alle tenkelige uligheder frem.

4. Metoder for heltalsprogrammering (3): Dualitet

I stedet for at tilfgje uligheder kan man overveje at ®ndre det givne optimerings-
problem ved at droppe passende mange af de givne bibetingelser. Det kan man
selvfglgelig ikke ggre uden videre; ideen i det fglgende er at lade dem indga
i objektfunktionen pd samme made som ved opstilling af Lagrange-funktion i
sedvanlig analyse af ngdvendige betingelser for optimering.

Antag, at det givne heltalsproblem kan skrives som

maxc- x

under bibetingelserne

Alz <!

A%z < b?

m

x €L
hvor A! har m; rekker, A% har m? r&kker. Det kan tenkes, at problemet, der
fremkommer ved at udelade de fgrste m; bibetingelser, er let at lgse, hvorimod
det samlede problem er vanskeligt (det kan undertiden ske, nar det drejer sig om at
maximere strgmme i netvaerk (herom senere), og de sidste betingelser er balancebe-

tingelserne i netverket, mens de fgrste er yderligere restriktioner pa strgmmene.
Den generelle fremgangsmade er at maximere Lagrange-funktionen

c-x+ A (b —Alx)
under bibetingelserne givet ved
A’z < b?

over alle x € Z , for et A € R'[". Det ses umiddelbart, at for ethvert A > 0 vil en
vektor x, som opfylder de oprindelige bibetingelser, ogsa opfylde

c-x+ XN (bt —Ax!)y>c- 2,

saledes at den frembringer en relaxation af det oprindelige problem. Indtil videre
er der dog ikke opndet meget ved omskrivningen, idet det der resterer at finde et
egnet \.

Generel dualitet. Eksemplet ovenfor fgrer naturligt ind pa det mere generelle
problem om at at lgse et givet problem ved at udnytte information om det duale:
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For et givet heltalsprogrammeringsproblem af typen

maxc- T
under bibetingelserne
xesS

kan der konstrueres duale problemer af typen

min z(u)
under bibetingelserne
ueS”

siledes at z(u) > c¢-x forall x € S, u € S*. Indtil videre er der ikke sagt noget
om formen pa restriktionsmangden S*.

Problemer af denne art kaldes svage duale til det oprindelige problem.
Betegnelsen dualitet er naturlig i lyset af, at det umiddelbart fra definitionen fas, at
hvis det duale problem har en mulig lgsning u, da er z(u) en gvre greense for enhver
mulig lpsning af det oprindelige problem, og hvis det duale problem er ubegrenset
(nedad), da har det oprindelige problem ingen mulig lgpsning. Dette minder om,
hvad man féar ud af hoveds@tningen for line@r programmering, men er naturligvis
en del svagere, svarende til den mere generelle ramme her.

Lgsningen til et dualt problem giver saledes gvre grense for kriterieverdien.
Kaldes den optimale vardi af kriteriefunktionen i henholdsvis det oprindelige
heltalsproblem og det duale for z;p og zp p, fas det sakaldte dualitetsgab

A =zpp — 21p.

Det er naturligvis mest spendende at se pa et dualt problem, hvor dualitetsgabet er
0. Et sadant kaldes et steerkt dualt problem.

Som tidligere antages det, at bibetingelserne i det oprindelige problem giver
mangden af brugbare Igsninger

S = S(b) = {z € Z" | Az < b},

hvor vi har indfgjet hgjresiden b i notationen for S for at understrege, at hvis b
varierer, sd vil ogsa restriktionsmangden @ndre sig. Videfinerer nu veerdifunktionen
¢ ved

¢(d) = max{c- x|z € S(d)},

hvor S(d) = {z € Z! |Ax < d}. Verdifunktionen angiver, hvor meget man far
ud, mélt ved kriteriefunktionen, af en given ressourcebegransning (formuleret ved
d, hgjresiden i de line@re uligheder, der definerer de brugbare lgsninger).

Vi vil antage det oprindelige problem normeret saledes at ((0) = 0. Verdi-
funktionen ( er igvrigt superadditiv, for hvis 1 € S(d;) og 2 € S(dz), da er
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x1 + x2 € S(dy + d2), s& summen af de to optimale kriterieverdier kan fas frem,
og den er endda ikke ngdvendigvis optimal.

Nar man leder efter en gvre grense for et heltalsprogrammeringsproblem, kan
det ggres det ved at finde en funktion g : R™ — R séledes at

g(b) > ((d) for alled € R™
Med andre ord, vi har et dualt problem givet ved

min g(d)
over alle funktioner g med
g(d) > c-x, allex € S(d),d € RY

Dette er et sterkt dualt problem, for man kan angive en funktion g (nemlig g = (),
hvor lgsningen er lig med lgsningen til det oprindelige problem. Pa den anden side
er det uoverkommeligt at sgge alle tenkelige funktioner igennem, s man ma ngjes
med en bestemt type af funktioner. Da verdifunktionen er ikke-aftagende, er det
rimeligt at lade g vere ikke-aftagende. Hvis g ogsé kraves lineer, far vi det svage
duale LP-problem, og det giver os ikke sterk dualitet. Kravet om linearitet er altsa
for restriktivt.

I lyset af den tidligere diskussion af gyldige uligheder ligger det i luften, at
g skal vare superadditiv. Det giver anledning til fglgende superadditive duale
problem (SDP):

min F(b)

under bibetingelserne

Fla;) = ¢

F(0)=0

I ikke-aftagende og superadditiv.

Bemerk, at for en superadditiv funktion g, som lgser dette problem, og for
vilkarligt brugbart = gaelder der

g(b) > g(Ax) > c- z,

hvor vi fgrst brugte at g var ikke-aftagende, og dern@st at den var superadditiv. Det
viser, at det superadditive duale problem faktisk er et dualt problem. Det er endda
steerkt dualt, for verdifunktionen ( er i klassen, som opfylder bibetingelsern e. for
x € Z nér g(a;) > c; for hvert j (hvor a; er sgjlerne i A). Vi har nemlig

g(Az) > Z glaj)z; > Z CjTj=cC-T
jEN JEN
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pa grund af superadditiviteten. Pa den anden side har vi, at g(Ae;) > c - e;, hvor
e; er den jte enhedsvektor, er ensbetydende med g(a;) > c; for alle j.

Vi har nu fglgende version af dualitetss@tningen fra for: Hvis det oprindelige
problem har en brugbar lpsning, da har SDP en brugbar lpsning, og der geelder
for den optimale lgsningsveerdi w, at w = F'(b). Hvis det oprindelige problem ikke
har brugbare lpsninger, da er det duale ubegrenset nedadltil.

Lagrange dualitet. Vi vender nu tilbage til problemet fra starten af afsnittet; antag
at vi har lavet en Lagrange relaxation

max z(\, z) = c-x + A(b' — Al2)
under bibetingelserne
A%z <b’ x € AR

det resterende problem om at finde et A, der minimerer den gvre greense (rr(A) er
sa fglgende:
min zy g ()

over alle A € RTl

hvor zpr(A) = max{c -z + A(b! — Az)|xz € Z},A%x < b*}. Dette
minimeringsproblem kaldes det Lagrange duale til det oprindelige problem (med
hensyn til bibetingelserne Alz < b').

Det Lagrange duale problem vil normalt vaere svagt dualt, sa man kan ikke
vaere sikker pa at finde optimum af det oprindelige problem ved at lgse det Lagrange
duale. Der er dog i mange tilfelde en ret nem méde at finde en gvre graense pa; nar
man betragter funktionen z(\, z) for fastholdt z, er det en affin (dvs. line&r plus
konstant) funktion af A, og da @) er en endelig mangde, vil z7, g(\) veere maximum
af endelig mange affine funktioner og som sadan konvex (og stykkevis line®re).
Minimering af sddanne funktioner under en betingelse om ikke-negativitet er et
problem som i princippet er ret simpelt.

Man kan angive betingelser pa det oprindelige problem, som sikrer, at det
Lagrange duale er et sterkt dualt problem. Det skal vi dog ikke ga n@rmere ind pa.

5. Skeringsplan-algoritmer: Fractional cut

En intuitivt ret oplagt made at 1gse et heltalsproblem pa vil vere at vaelge en passende
relaxation, Igse det og checke, om lgsningen er mulig i det oprindelige problem:;
er den ikke det, skal man sa tilfgje en gyldig ulighed som ikke er opfyldt at denne
lgsning, og fortsatte.

Dette er netop ideen i de sakaldte skeeringsplan-algoritmer, blandt hvilke
der her kun ses pa en enkelt, som bruger sikaldte brgkdels-skaringsplaner (eng.:
fractional cuts). Der tages udgangspunkt i en problemformulering af (nasten)
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Eksempel 5.2
Vi gnsker at Igse problemet

maxxi + 3x2 + 2x3

u.bb.

1+ Tz + 823 <7

x1+ax2+a3 <2

z € {0,1}3

ved brug af Lagrange-dualitet. Det Lagrange-duale problem (hvor den fgrste af ulighederne

er sat ind 1 kriteriefunktionen) er

minmax z1 + 3z2 + 2z3 + A7 — x1 + Tx2 + 8x3)

Az
u.bb.
1+ a2+ a3 <2
x € {0,1}3

Dette problem er tilstreekkelig lille til at kunne handteres direkte: Fgrst laver vi en tabel

over verdien af kriteriet for udvalgte A-verdier:

A=1 A=0,5 A=0,1 A=0,01

z=(1,1,0) 3 35
z=(1,0,1) 1 2
z=(0,1,1) -3 1
x=(1,0,0) 7 4
z=(0,1,0) 3 3
z=(1,0,0) 1 15
z=(0,0,0) 7 35

39
2.8
4,2
16
3
19
0,7

3,99
2,98
4,92
1,06
3
1.9
0,7

I hver sgjle er maximum (over x) skrevet med fede typer, og vi skal sa veelge A sa at dette
maximum bliver mindst muligt. Med forbehold for afrunding sker dette i A = 0, 4.

sedvanlig form:
maxc:

under bibetingelserne

Ax =b, x € ZT.

Bemerk, at problemet er givet med lighedstegn 1 bibetingelserne. Det er
velkendt fra de forrige kapitler, at det er nemt af fa en sadan form frem, ogsa hvis vi
havde uligheder i starten, nemlig ved at tilfgje slackvariable. Ved heltalsproblemer
er der dog en detalje, som man skal vere opmerksom pa: Hvis problemet var givet
ved uligheder, og der tilfgjes slackvariable, skal man sikre sig, at alle lgsninger til
det oprindelige problem ogsa implicerer heltallige lgsninger i slackvariablene (for
ellers har vi jo ikke formuleringen ovenfor). Det er ikke sa svert at sikre sig det —
man skal blot gange igennem sd at alle koefficienter i savel A som b er heltallige. For
en sikkerheds skyld bgr man altid checke denne heltallighed i startformuleringen,

nar man gnsker at bruge fractional cut, for ellers dur metoden ikke.
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I ferste omgang lader man blot som ingenting med hensyn til heltalligheden
og lgser ved almindelig simplex. Antag at der er kgrt simplex pa problemet og man
néet frem til en optimal basislgsning *. Ved eventuelt at flytte rundt pa sgjler i
simplex-tableauet kan vi antage, at dette svarer til ligningssystemet

{1|A}a =b,

hvor I er en enhedsmatrizc svarende til basisvariablene, A er matricen svarende til
ikke-basisvariablene, og b er vektoren af hgjresider i bibetingelserne.
Vi indfgrer nu brokdelen af et reelt tal d som

[d] = d - [d],

hvor |d| som tidligere er det stgrste heltal mindre eller lig med d. Vi har saledes
[17] = 0, [2.3] = 0.3, men [-2.3] = —2.3 — |[-2.3] = —2.3 — (-3) = 0.7.
Bemeark, at brgkdelen altid er > 0.

Velg nu en variabel x;, som ikke er heltallig. Fra tableauet fas, at der gelder

xT; + g &ij:cj = bi
jed

for alle brugbare lgsninger, hvor J som er alle ikke-basisvariable. Indsattes
dij = [CAL”] + L&Z]J og tilsvarende b; = [bz] -+ Lsz , bliver denne ligning til

v+ Y laigla; + Y lagley = [bi] + [bi).
JjEJ jeJ
Da der for alle ¢ og j trivielt gelder |a;; | < a,;, fas trivielt, at
z; + ZLdijJiﬁj < by;
jeJ

nu bruger vi, at enhver Igsning er heltallig; hvis venstre side er < b;, er den ogsa

< |b;|. Dermed har vi
v+ Y la)z; < |bi
JjeJ

Tilbage i uligheden ovenfor bliver sa

> laij)z; > [bi,

jeJ
som er en gyldig ulighed for vort heltalsproblem.
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Et skeringsplan (eller et snifr) af denne type kaldes et (Gomory) brgkdels-snit.
Ved at bruge denne type snit kan det oprindelige heltalsproblem lgses som en endelig
fglge af LP-problemer. Vi har altsa her en metode med hel generel anvendelighed.
Desverre har det vist sig, at metoden ikke virker alt for godt i praksis; det er ofte
en fordel at benytte specielle former for skeringsplaner, hvor man udnytter serlige
egenskaber ved det givne problem.

Eksempel 5.3
Betragt fglgende ILP-problem:

max 2x1 + x2
under bibetingelserne
3x1 + 4zo < 10

1+ 22 <15
xr1,x2 € Z+
Vi vil Igse dette ved hjelp af fractional-cut metoden. Vi starter med at opstille simplex-
tableauet:
2 0 0
10 3 41

5 11 1 01

Her er alle koefficienter heltallige, som de skal veaere (ellers matte vi gange i rekkerne med
passende tal) . Vi gér nu igang med helt s&dvanlig simplex, hvilket her vil sige, at vi skal
have fgrste variabel ind i basis. Det nye tableau bliver (der er her og i det fglgende afrundet
efter anden decimal):

—6,67 0 —-1,67 —-0,67 O

3,33 1 1,33 0,33 0

11,67 0 —-0,33 —-0,33 1

Dermed har vi ndet maximum, men lgsningen er ikke heltallig. Vi indfgrer derfor en ny
bibetingelse: vi tager udgangspunkt i sidste reekke i tableauet og skriver kun brgkdelene
ind (idet brgkdelen af f.eks. 11,67 er 0,67, og brgkdelen af —0, 33 er 0,67 — vi gar ned
til nermeste heltal, i dette tilfelde —1, og tager derpa forskellen op til det tal, vi startede
med). I den nye sgjle skal vi have koefficienten —1 svarende til at den nye bibetingelse er
givet ved et >. Ialt fas nyt tableau:
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Eksempel 5.3 fortsat

—6,67 0 -1,6v —-0,67 O 0

333 | 1 1,33 0,33 0 0

11,67 0 -0,33 -0,33 1 0

0,67 0 0,67 0,67 0 -1

Som tableauet star her, er vi i fgrste omgang kgrt en smule fast, for vi har nemlig ikke nogen
basis (svarende til en enhedsmatrix i passende s@gjler). Det kan vi dog hurtigt klare ved at
skifte fortegn i den nye reekke:

—6,67 | 0 —1,67 —0,67 0 0

3,33 1 1,33 0,33 0 O

11,67 | 0 —0,33 —0,33 1 0

—0,67 0 -0,67 —-0,67 0 1

Nu har vi en basis, men til gengeld star der noget negativt i b-sgjlen, og det mé der ikke,
nér vi kgrer simplex. Derfor gér vi over til dual simplex. Betingelserne er iorden. Vi har jo,
at optimalitetsbetingelserne er opfyldt (alle koefficienter i c-r&ekken er ikke-positive). Vi
skal altsa skifte den negative raekke, svarende til den nye slack-variabel x5, ud af basis, og
hvis vi sgjlevis dividerer elementer i c-rekken med negative elementer i 3. rekke, far vi
minimum i 3. sgjle, som bliver vort pivot-element. Det nye tableau bliver:

—6 0 -1 0 -1
3 1 1 0 O 0,5

en)

12 0 0 01 -05

1 0 1 1 0 —-1,49

Her er lgsningen bade mulig og optimal. Den er endda heltallig, s& dermed har vi faet en
lgsning til vort oprindelige problem.

Hyvis lgsningen ikke havde vearet heltallig, kunne der fortsettes med et nyt cut. Man
kan i almindelighed ikke regne med at né den eksakte optimale lgsning, men ma stoppe,
nar man efter at have gennemfgrt en raekke cut ser, at man naermer sig en bestemt heltallig
Igsning.

6. Branch-and-bound

Den sidste type af algoritmer for heltalsproblemer, som vil blive behandlet, benytter
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en meget almindelig fremgangsmaéde til at reducere vanskelige beregningsproble-
mer. Hvis et problem er “stort” i den forstand, at det er svart at handtere, kan man
forsgge sig med at dele det givne problem op 1 mindre, som hver is@r er lettere at
klare.

Umiddelbart kan det se ud, som om der er vundet meget lidt ved dette, for
godt nok for vi to problemer af rundt regnet halv stgrrelse (hvad der her skal forstas
ved “stgrrelse”, er uklart, men vi vender tilbage til det; indtil videre ma man klare
sig med intuitionen), men til gengld er der to problemer 1 stedet for tidligere ét.
Pointen er, at vanskelighederne ved at lgse problemer som regel vokser mere end
lineert med stgrrelsen; det er derfor lettere at Igse to sma end et, der er dobbelt sa
stort. Det er et generelt princip om “del-og-hersk” ved konstruktion af algoritmer.

Princippet i branch-and-bound metoden er, at den oprindeligt givne mangde S
af mulige lgsninger til heltalsproblemet skal kunne skrives som en foreningsmangde
af passende delmengder S® fori = 1,...,k. Vi har da, at

maxc-r = max Inaxc-=,
€S i=1,...,k z€S*

dvs. at finde den optimale Igsning svarer til at finde optimal lgsning pa hver af
mangderne S', ..., S*, og dernast tage den stgrste.

Fordelen ved denne fremgangsmade er — foruden den ovenfor nevnte om
besvaret ved beregningerne — at man ofte kan undga at beregne visse af delprob-
lemerne, nemlig ndr man har en gvre grense for delproblemets maximum, som
afslgrer at dette problem ihvertfald ikke kan give den generelt bedste Igsning.

I anvendelser af metoden skal opdelingen i delproblemer ofte gentages,
svarende til at ma&ngden S opdeles stadig finere. Denne successive opdeling kan
illustreres som vist i figur 1, hvor vi har den givne mengde S gverst, og i hvert
efterfglgende lag har inddeling af en ma@ngde i laget ovenfor. Figuren er en s&rlig
type graf, et sakaldt tree. Punktet svarende til S kaldes roden, og forbindelseslinierne
mellem punkter (der svarer til at nederste punkt er en delm@ngde af gverste) kaldes
hjgrner.

Figur 1

Under lgsningen af det oprindelige problem startes der med at inddele fraroden
og til det nastgverste lag. Derefter ses der pa hvert punkt i dette lag og man gar
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videre med inddeling. Hvis det ved behandlingen af et punkt kan fastslas, at der
ikke er behov for videre inddeling af en ma@ngde, siger vi, at treet kan beskeres i
det pageldende punkt. Der gelder, at treet kan beskares i punktet svarende til en
meangde S° hvis

— der ikke er nogen mulige Igsninger i S* (dvs. S = (),

— en optimal lgsning til problem max,gi ¢ -  kendes,

— det vides, at max,cgi ¢+ * < MaxXgzesC- T.

I hvert af disse tilfelde kan man stoppe videre undersggelser af traet i den
gren, som indeholder punktet, og koncentrere sig om resten af treet.

Det kan ofte lade sig ggre at afggre, om et tre kan beskeres i et punkt, uden
at man behgver lgse de tilknyttede heltalsproblemer til bunds. Hvis problemet er
lineart, kan man benytte den line®re relaxation til at give en gvre begrensning af de
optimale vardier; denne gvre granse vil sa kunne justeres nedad efterhdnden som
man arbejder sig igennem traet. Omvendt vil man kunne fi en nedre granse ved
at velge en vilkérlig mulig lgsning i hvert delproblem og tage objektfunktionens
vardi pa denne; optimum ma ngdvendigvis vere stgrre eller lig den stgrste af de
vardier, man far pa denne made.

Ved at forsatte beskering og opdeling kan man dermed i principet fa nedre og
gvre grense for optimum til at mgdes, og man har da en optimal lgsning. I praksis
er det ikke helt ligegyldigt, hvordan man foretager opdelingen; hvis vi har at ggre
med variable, der kun antager vardierne 0 og 1, kan man lade fgrste inddeling vare

SO ={z e S|z, =0}, S ={x € S|z, =1},
anden inddeling
S0 8t 8V = {x € Sxy =3}, 4,7 =0,1,

og sa fremdeles. Her vil valget af rekkefglge af variablene godt kunne spille en
rolle, og generelt, nar variablene kan antage andre heltalsverdier, vil det vare af
stor betydning, at der er valgt en god made at dele op i mindre problemer pa. Dette
svarer til den generelle indsigt fra de andre metoder: De generelle metoder er ofte
afhangige af, at der velges en god fremgangsméde ved deres anvendelse; der er
ikke for heltalsproblemerne, som tilfeldet er for almindelige LP problemer, en
enkelt generelt god metode til at 1gse disse problemer.

Eksempel 6.2
Betragt fglgende eksempel pé et heltalsproblem:

max 4xq, + 4xo + 3x3 + x4
under bibetingelserne
3x1 — bxo + Txs +4x4 < 10
z2 + 3x3 — 224 < 3
2x1 + 229 + 224 < 2
z € {0,1}*
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Eksempel 6.2, fortsat

Vi vil Igse dette problem ved branch-and-bound metoden; det er oplagt at definere traet
ved at lade SO og S! vare delmengderne af S med 21 = 0 og 21 = 1, derefter at opdele
efter om x2 er O eller 1 osv.

1. trin: Vi starter med at s@tte 1 = 0. Det oprindelige problem bliver da til:

max4xs + 3x3 + T4
under bibetingelserne

—bxo + Txs +4x4 < 10
xo +3x3 — 214 < 3
29 +2x4 < 2
x € {0,1}3

Ved at bruge simplex pa det tilhgrende LP-problem fér vi, at dette problem har en lgsning
med
xo2 =1, x3 = 0.67, x4 = 0, kriterieverdi = 6.

Prgver vi dernest tilfeeldet 1 = 1, far vi ved indsattelse i det oprindelige problem, at vi
skal lgse:
max 4xo + 3x3 + x4

under bibetingelserne
—bxo + Tx3z + 424 <7
x2 + 3x3 — 224 < 3
2x9 + 224 <0
z € {0,1}3

Lgsningen til det tilhgrende LP-problem fas ved simplex-metoden til at vere:
xg =0, x3 = 1, x4 = 0, kriterieverdi = 3.

Til de 3 fra denne Igsning skal nu leegges de 4, som vi far fra den oprindelige kriteriefunktion
for indsat z1 = 1, ialt 7. Konklusionen pa dette er, at vi har en heltallig (og dermed mulig)
Igsning til det oprindelige problem (nemlig den sidst fundne), som er bedre end LP-Igsningen
til varianten for z1 = 0. Med andre ord, treeet kan beskceeres for 1 = 0, som dermed
er udelukket i det fglgende.

2. trin: Vi prgver nu med neste variabel x2: For x1 = 1, z2 = 0 fér vi problemet

max 3x3 + T4

under bibetingelserne

Txs +4xy <7
3xrs —2x4 <3
2¢4 <0

x € {0,1}?

med lgsningen
1 =1, z2 =0, x3 = 1, x4 = 0, kriterieverdi = 3.

Dette er igvrigt Igsningen fra 1 .trin.
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Eksempel 6.2, fortsat
For 1 = 1, x2 = 1 fés problemet

max 3x3 + x4

under bibetingelserne

Txs + 4dry <12
3x3 —2x4 < 4

2x4 < =2
x € {0,1}?

Her er der ingen ikke-negativ Igsning til sidste bibetingelse, s& den tilhgrende mangde S'1
er tom. Vi kan derfor beskare ved S11.

3.trin: Vi prgver nu at s@tte x3 til henholdsvis 0 og 1:
Forz1 = 1, z2 = 0 og 3 = 0 fér vi problemet

max T4

under bibetingelserne

dry <7
—2my <2
2¢4 <0
z € {0,1}2

Vi ser umiddelbart, at 4 = 0. Den tilhgrende kriterievaerdi er
44+04+0+0=4;

Vi har allerede tidligere haft en heltalslgsning med kriterievaerdi 7, s& den foreliggende kan
kasseres; treeet kan beskares i S100.

For z3 = 1 far vi igen et problem, hvor sidste ulighed kun har lgsningen x4 = 0.
Den tilhgrende lgsning (z1, z2, 3, x4) = (1,0, 1, 0) har, som vi tidligere s&, veerdien 7.
Da dette er den eneste mulighed tilbage, er det lgsningen.

7. Opgaver

1. En kommune skal indkgbe kunst til at heenge pa veeggene i radhuset. Der er afsat
110.000 kr. til dette formal, og man forhandler med tre forskellige kunstnere. Hver
af dem har enhedspris pa deres varker, nemlig henholdsvis 20, 15 og 12 (tusind
kroner).

Den fgrste kunstners billeder har format 0, 4 x 0,4, den andens har stgrrelsen
2,3 x 2, og den tredies har stgrrelsen 2,1 x 3 (alle mél i m). Man har udregnet,
at der af @®stetiske hensyn skal vere 10 gange billedets stgrrelse 1 tomt vagareal
omkring billedet; der er ialt 322m?, som skal udsmykkes.

Der er en begransning i det samlede indkgb pa 9 billeder; videre er det en
betingelse, at hver af de tre kunstnere vil vere representeret i det endelige billedvalg.
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Find det optimale valg, nar det fra kommunalbestyrelsen er meddelt, at man
finder den anden kunstners billeder dobbelt sa gode som de to andres.

2. Som et led i et gkologisk eksperiment stgttet af WHO og NATO er det besluttet
at oprette et selvforsynende samfund pa Vejrg i Kattegat (den, som man sejler forbi
med Ask og Urd, nér de altsé sejler).

Husdyrproduktionen er baseret pa nyeste videnskabelige resultater: Der kan
opfodres enten kalkuner (x1), far (z3) eller grise (x3); man har ved grundige
undersggelser fundet ud af, at naringsverdien for den samlede gbefolkning er
In(z; + 1) enheder ved produktion af grise, x2 + /Z2 ved produktion af far, og
2 + x5 — e~ 23 ved produktion af grise.

Husdyrene skal dele staldfaciliteter p4 ialt 27m?, og man har fundet frem til,
at en kalkun optager 0, 7m?, et fir 1, 1m?2, og en gris 0, 9m?. Affaldsstofferne fra
husdyrholdet skal genanvendes, og anlegget har en begra@nsning pa 2.300 kg. Der
ma paregnes et affald pa 70 kg for en kalkun, 95 kg for et far og 165 kg for et svin.

Pa grund af den s@rlige status som forsgg skal der som minimum holdes 2 stk.
af hvert af de nevnte dyr.

Find optimum (man er tilfreds med langsigtsgennemsnit, sa der kraeves ikke
heltallige 1gsninger).

3. Et mindre sommerland overvejer at dbne en lille zoologisk have. Der kan
anskaffes en eller to af fglgende dyrearter, idet der for hver af dem er opgivet
ugentlige omkostninger, pladsbehov og affgring:

Omkostninger Plads Affgring
(1000 kr.) m? (kg

Elefant 2,6 51 63
Nasehorn 34 25 42
Sgelefant 9,2 10 12
Giraf 4,3 8 14
Pingvin 43 8 04
Zebra 2,2 18 10
Krokodille 8,8 22 25
Flodhest 2,1 20 30
Egern 0,1 2 0,1
Chimpanse 33 20 10

Det kraves, at der er mindst 6 forskellige dyrearter, og der er kun 108 m? til
radighed. Af hensyn til det omgivende land ma der ikke udledes mere end 86 kg.
dyreaffgring om ugen. Hvorledes skal den zoologiske have sammenszttes, nar der
gnskes minimale omkostninger?

4. Et nystartet kondicenter planlaegger sit indkgb af maskiner. Der er mulighed for
at kgbe tre slags apparater (1,2 og 3), der koster henholdsvis 300.000, 200.000 og
100.000 kr. Apparaternes strgmforbrug er 1.2 kW for apparat 1, 1.3 kW for apparat
2 og 1.7 kW for apparat 3.
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Centrets bankforbindelse har oplyst, at der ikke kan paregnes kredit hgjere end
1.5 mio kr.; videre er den installerede strgmforsyning af en sadan art, at der ikke
kan trekkes mere end 8 kwh.

Det er ngdvendigt for centrets profilering udadtil, at det rader over alle tre
typer af apparater. Desuden har centrets ledelse oplyst, at den anser type 1 og 3 for
nogenlunde lige gode til at treekke kunder til, mens 3 maskiner af type 1 svarer til
2 af type 2.

Find det optimale indkgb.

8. Litteratur

Der findes adskillige fremragende lerebgger om heltalsprogrammering, som er et
omrade, hvor der forskes intensivt, sidledes f.eks. Nemhauser og Wolsey (1988),
Papadimitriou og Steiglitz (1982) og Schrijver (1986). De fleste af disse dekker
bredere end blot de emner, der er omtalt 1 kapitlet.
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KAPITEL 6

Travelling Salesman

1. Det klasssiske TSP-problem

Et nermest klassisk eksempel pa et heltalsproblem er det sakaldte TSP (Travelling
Sales Person) problem. Her er der givet en m&ngde af lokaliteter og et antal veje
mellem disse lokaliteter. Til hver sddan vej er der knyttet en omkostning (som kan
teenkes at udtrykke rejsetid eller rejseomkostninger), og problemet gar ud pa at finde
en tur, startende ved by 1, som passerer samtlige byer netop en gang og returnerer
til by 1, valgt saledes at man far minimal samlet rejsetid.

For at formulere sagen som et heltalsproblem, indfgrer vi fgrst noget notation:
Vi betegner mangden af lokaliteter med V' og ma&ngden af veje med E; vi antager,
at der kun er én vej fra lokalitet ¢ til lokalitet 7 (ellers valger vi den billigste ud),
sd hver e € E kan skrives som (4, 7), hvor i er startlokalitet, j slutlokalitet. Der
indfgres variable

T = T(,4), (l,]) eV,

til beskrivelse af en tur, hvor z;; = 1, safremt j fglger umiddelbart efter 7 p turen,
og x;; = 0 ellers. Hvis z er en rundtur, ma den altsé opfylde

Z x;; = 1forall j € V
i:(i,j)EE

Z x;; = 1foralli e V
J:(i,4)€E

der siger, dels at ethvert j € V besgges netop én gang, dels at ethvert: € V forlades
i en eller anden retning (turen gér ikke i std). Hertil kommer heltalsbetingelsen
z;; € {0,1} for alle (3, j).

Der mangler dog stadig noget i at formulere problemet ferdigt; ligningerne
ovenfor vil vare opfyldt f.eks. hvis der findes s@rskilte mindre ture, der tilsammen
kommer alle byer igennem, sdledes som turene 1l — 2 -3 — 1log4d —5 — 6 —
41ifigur 1; sddan en samling mindre ture er imidlertid ikke en rundtur i den forstand,
vi gnsker (der kraeves flere adskilte TSP’er til at betjene dem). Den foreslaede (fedt
optrukne) “tur” giver ikke mulighed for at komme fra byerne {1, 2, 3} til byerne
{4,5,6},0g derfor kan den ikke bruges. Generelt gelder der for enhver delmangde
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GC— QO

Figur 1

U afbyerne i V med 2 < |U| < |V| — 2 (hvor | A| betegner antallet af elementer i
mangden A), at mindst en vej fra U til V' \ U ma vere i brug, dvs.

Z Lij > 1.

(i,J)€E i€V, ¢U

Alt i alt kan vi da formulere travelling salesman problemet som

min E CijLij

(i,7)€€&

over alle z som opfylder bibetingelserne ovenfor. Bemerk, at der er temmelig
mange bibetingelser, nemlig dels de to fgrste og dels en for hver delmangde af V'
med mellem 2 og |V| — 2 elementer. Ialt er der altsi nzr ved 2/V'| bibetingelser,
hvilket er temmelig mange og specielt har den uheldige egenskab, at antallet vokser
meget kraftigt med antallet af byer. Der er altsa en vis forhandsformodning om,
at traveling salesman problemet kan vere ganske besvarligt at handtere, noget vi
senere hen skal vende tilbage til.

Eksempel 7.1

Vi vil i det fglgende vise, hvorledes man kan gé frem ved 1gsning af et TSP problem af den
type,som blev introduceret i starten af kapitlet. Metoden er branch-and-bound som forklaret
i det foregéende kapitel. Vi benytter et konkret eksempel som ramme for diskussionen:

Et rejsebureau planlegger en rundrejse i Danmark for en japansk turist. Rejsetiden

skal veere sa lille som mulig, men turisten skal se Kgbenhavn, Odense, l&rhus, Skagen og
Legoland. Udgangspunktet er Tabel 1 over rejsetider.

Man skal ikke heefte sig for meget ved tabellens tal, ligesom det méske i eksemplet ikke
er s oplagt, hvorfor det er umuligt at rejse direkte fra Kgbenhavn til Legoland. Eksemplet
viser blot, hvorledes et problem, som oprindeligt var givet ved en graf (rejsemal med
rejseruter imellem, rejsetider angivet ved hver rejserute) pa naturlig méde kan praesenteres
ved den udvidede incidensmatrix. Der stér ikke tal i diagonalen; det svarer til, at der ikke i
den underliggende graf er lgkker — og hvis der er, skal de ihvertfald ikke bruges i rejseruten,
for de fgrer ikke nogen steder hen.
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Eksempel 7.1, fortsat
Tabel 1. Rejsetider

Til: Kbhvn. Odense Arhus Skagen Legol.
Fra:
Kbhvn. - 1 4 2 umulig
Odense 1 - 3 1 3
Arhus 5 4 — 4 2
Skagen 2 1 5 - 1
Legoland 3 2 3 1 -

For at lgse problemet om den hurtigste rejserute vil det i det konkrete tilfelde vare
overkommeligt at checke samtlige mulige rundture. Det vil dog hurtigt (dvs. nar antallet
af rejsemal vokser) blive et kolossalt omfattende arbejde. Det er derfor vigtigt at have en
systematik, der kan bruges generelt.

Trin 1. Reducér hver rekke og sgjle med det mindste element. Hvis der findes en tur
(hvilket i vor matrix-fremstilling vil sige fem elementer, som aldrig star i samme reekke
eller sgjle), som har O i alle elementer, er den optimal.

I eksemplet satter vi oo i diagonalen og ved de umulige rejseruter, og vi trekker
dernzst mindste element fra i hver reekke; det giver os tabel 2.

Tabel 2. Rejsetider reduceret med mindste
element i hver rekke.

Til: | K | o | A | S | L || Reduktion
Fra:
K 00 0 3 1 o0 1
o) 0 | oo | 2 0 2 1
A 3 2 | oo | 2 0 2
S 1 0 4 | oo | 0O 1
L 2 1 2 0 | oo 1

Af tabellen kan vi se, at enhver rejserute, som udgér fra Kgbenhavn, mé krave en rejsetid
pé mindst 1; tilsvarende for Odense, Skagen og Legoland, mens alle rejseruter ud af Arhus
kraever rejsetid 2. Ialt har vi dermed, at man ikke kan komme under 6 timer i samlet rejsetid.
Vi gennemfgrer nu samme procedure med sgjlerne og far tabel 3.
Den nederste raekke angiver den mindste rejsetid, der kraves, nar man forlader et

rejsemdl; dette giver yderligere 2 timer til vor nedre begransning pa samlet rejsetid, der
altsd mindst mé vere 8 timer.
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Eksempel 7.1, fortsat
Tabel 3. Rejsetider reduceret bade i rekker og sgjler

Til: Kbhvn. Odense Arhus Skagen Legol.

Fra:

Kbhvn. 00 0 1 1 00
Odense 0 00 0 0 2
Arhus 3 2 00 2 0
Skagen 1 0 2 ) 0
Legoland 2 1 0 0 00
Reduktion 0 0 2 0 0

Vi skal nu udvalge en bestemt rejserute mellem to mal, og derefter tilpasse resten.
Det er naturligt at velge denne rute, sd at den hgrer blandt dem, der giver kort samlet
rejsetid:

Trin 2. Find omkostningen ved ikke at bruge en rute med reduceret omkostning 0 som
minimum af omkostningerne i den raekke plus omkostningerne i den sgjle, der svarer til det
pageldende element.

Tabel 4. Omkostninger ved ikke-brug for ruter
med reduceret omkostning 0

Til: Kbhvn. Odense Arhus Skagen Legol.
Fra:
1
Kbhvn. o0 0 1 1 00
1 0 0
Odense 0 00 0 0 2
2
Arhus 3 2 00 2 0
0 0
Skagen 1 0 2 00 0
0 0
Legoland 2 1 0 0 o

Trin 3. Valg et element med hgjeste omkostninger for ikke-brug og skriv en ny tabel op,
hvor denne rute bliver brugt.
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Eksempel 7.1, fortsat

I tabel 4 valger vi ruten fra Arhus til Legoland, idet omkostningerne ved ikke at bruge denne
rute er maximal. Vi kan nu opstille en ny tabel, hvor Arhus-reekken og Legoland-sgjlen
ikke er med. Her skal vi s@tte omkostningerne for rejseruten Legoland—,&rhus til oo, for

den kan vi jo ikke bruge, nér vi allerede har valgt ‘&rhus—Legoland. Resultatet bliver tabel
5.

Tabel 5. Rejserutetabel givet at der valges ruten
Arhus — Legoland.

Til: Kbhvn. Odense Arhus Skagen
Fra:
Kbhvn. 00 0 1 1
Odense 0 0o 0 0
Skagen 1 0 2 00
Legoland 2 1 00 0

Tabel 6. Rejserutetabel givet Arhus — Legoland,
omkostninger ved ikke-brug

Til: Kbhvn. Odense Arhus Skagen
Fra:
1
Kbhvn. (%) 0 1 1
1 1 0
Odense 0 %) 0 0
1
Skagen 1 0 2 00
1
Legoland 2 1 00 0

Trin 4. Vi har nu en ny tabel svarende til den vi startede med (bortset fra at der mangler
en rekke og en sgjle). Vi skal her igen klarggre, siledes at der er et nul i hver rekke og
hver sgjle (trekke mindste element fra i hver rekke/sgjle), men det er allerede i orden i
eksemplet. I vort problem betyder dette, at 8 stadig er en nedre greense for omkostningen

ved ture, der bruger ruten Arhus-Legoland.
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Eksempel 7.1, fortsat
Fgr vi gér videre, kan vi opsummere det hidtidige arbejde som fglger: Vi startede med at
skulle undersgge alle ture; pa nuvarende tidspunkt har vi heraf udskilt to grene, nemlig en

svarende til alle de ture, der bruger ruten &rhus—Legoland, og en anden svarende til alle de
andre:

Alle ture

Ture med
Arhus-Legoland andre ture
8 10

Den mindst mulige omkostning ved den fgrste gren er 8, ved den anden 10.

Trin 5. Som tidligere vaelger vi nu en rute med mindst mulig omkostning og analyserer
omkostninger i den tabel, der fremkommer, nér reekke og sgjle svarende til dette valg fjernes.
I eksemplet vaelger vi ruten Kgbenhavn-Odense, se tabel 6. Resultatet bliver den nye tabel
7 med tre rekker og sgjler.

Tabel 7. Rejserutetabel givet at der velges ruter
Arhus — Legoland, Kgbenhavn — Odense

Til: Kbhvn. Arhus Skagen
Fra:
Odense 00 0 0
Skagen 1 2 00
Legoland 2 00 0

Da omkostningerne ved ikke at veelge denne rute er 1, far vi fglgende nye udgave af vort
tree (med minimale omkostninger fgjet pé):

Alle ture

8
10
\ ikke

o Kbh-Odense
8 9

Ture med

Arhus-Legolan andre ture

Kbh-Odense

Denne tabel kan reduceres (2. r&kke har ingen nuller), hvilket giver os tabel 8 med
en reduktion pa 1. Det betyder, at den mindst mulige omkostning ved ture indeholdende

ruterne &rhus—Legoland og Kgbenhavn-Odense er 9.

I tabel 8 kan vi vaelge 3 nuller sdledes at alle reekker og s@jler er repraesenteret —
svarende til en tur med minimale omkostninger; det giver os ruterne Skagen-Kgbenhavn,

Odense-Arhus og Legoland-Skagen. Ialt har vi dermed fundet en optimal tur:

K;zibenhavn-Odense-&rhus—Legoland-Skagen—Kszsbenhavn

med en samlet omkostning pa 9. Vikan se, at denne tur er optimal, fordi enhver tur svarende
til en anden gren i treet vil koste mindst 9, og vi har fundet den billigste i denne gren.
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Eksempel 7.1, fortsat

Tabel 8. Reduceret tabel givet ruterne
Arhus — Legoland, Kgbenhavn — Odense

Til: Kbhvn. Arhus Skagen Reduktion
Fra:
Odense 00 0 0 0
Skagen 0 1 00 1
Legoland 2 00 0 0

Det er ikke udelukket, at der kan vere andre optimale lgsninger. Vi ved, at de ngdvendigvis
ma indeholde ruten &rhus—Legoland, for ellers er omkostningerne jo mindst 10. Men vi
kan ikke veere sikre pa, at de indeholder Kgbenhavn-Odense. Det kan man checke ved at
opskrive den tilsvarende tabel for situationen

Arhus-Legoland, ikke Kgbenhavn-Odense

(tabel 9), hvor der er kommet et co ind pé pladsen svarende til Kgbenhavn-Odense. Der kan
nu kgres videre pa sa@dvanlig facon (reduktion, valg af nulelement med stgrst omkostning
ved ikke-brug); man kan overbevise sig om, at der faktisk er en alternativ tur med samme
minimale omkostning 9.

Tabel 9. Rejserutetabel givet at der velges
Arhus — Legoland, ikke Kgbenhavn — Odense

Til: Kbhvn. Odense Arhus Skagen
Fra:
Kbhvn. 00 00 1 1
Odense 0 ) 0 0
Skagen 1 0 2 00
Legoland 2 1 00 0

Det fornemmes, at denne algoritme er en omstendelig sag. Det h&nger blandt
andet sammen med, at branch-and-bound algoritmer undertiden vil skulle vende
tilbage til tidligere undersggte situationer og kgre i ny retning. Dermed er der
behov for at holde styr pa et ganske stort talmateriale. Vi skal senere se, at Travelling
Salesman faktisk 1 en ret precis forstand kan vises at vere et “svert” (NP-komplet)
problem.
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2. Vehicle Routing

Problemet fra det foregdende afsnit har, som man maske kan fornemme, givet
inspiration til ganske mange nyskabelser indenfor diskret optimering, og som
teoretisk problemstilling indtager det derfor en plads for sig selv. Til gengald
kan man sige, at der er forholdsvis fa direkte praktiske anvendelser; i de fleste
tilfelde er der s@rlige forhold til stede, som ggr, at det ikke er et helt rendyrket TSP
problem, man har at ggre med.

Der kan saledes vare mere end en s@lger til at besgge alle byerne, sa at
problemet handler om at finde ruter til hver af dem, der tilsammen opfylder kravet
om at alle byer skal besgges, og det skal forega billigst muligt. Men yderligere kan
der vaere krav om, at besgget af de enkelte byer skal forega i bestemte tidsintervaller,
“time windows”, sa at man ikke blot skal besgge byerne, men ogsd ggre det pa
bestemte tidspunkter. Derved bliver problemstillingen noget mere kompliceret,
men til gengald far vi en bedre model af den virkelighed, som vi gerne vil kunne
lave om pa.

Problemer af denne art kaldes for vehicle routing problems (VRP) og har varet
studeret siden midten af 60’erne. Vi har her et antal kunder, indiceret: = 2, ..., n,
et antal kgretgjer £k = 1,...,m, samt et depot, som har index ¢ = 1. Hver af
kunderne har en given efterspgrgsel g;, og der er kgrselsomkostninger c;; ved at
kgre fra ¢ til j, og hver enkelt kgretgj har en kapacitet Qx, k = 1,...,m. Man
plejer at nummerere kunderne sa g2 > q3 > --- > ¢q,. Det basale VRP problem
drejer sig nu om at tilordne ruter til kgretgjerne saledes at alle kunder far deres
efterspgrgsel opfyldt (varerne findes, det er ikke det, som er problemet), sa at intet
kgretgj belastes mere end svarende til kapaciteten, og sa at den samlede kgrselsplan
bliver billigst muligt.

Dette basale VRP problem kan formaliseres pé flere forskellige méder. Her er
en forholdsvis direkte made at skrive det op pa: Vi indfgrer variable x;;;, som er
givet ved

O 1 hvis kgretgj k besgger kunde j umiddelbart efter kunde 1,
Wk TN 0 ellers,

og tilsvarende lader vi y;;, vaere defineret som

. { 1 hvis kunde 7 besgges af kgretgj k
Yik =
0 ellers.

Vi kan nu formulere VRP som

min g Cij E Tijk
. k
under bibetingelserne
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Z o m fori=1
- Yik =11 fori=1,...,m
ZQZkaSQkiakzlaamv

i
§ xzjkzg xijk:yikaizla"w?%k:17"'7m7
i J

Z xijr < |S|—1foralleS C {2,...,n}, k=1,...,m,
i,j€ES
hvor det er underforstaet, at y;;, 0g ;. er variable som tager vardier i {0,1}

Det fgrste st bibetingelser sikrer, at hver kunde er sat pa ruteplanen for et
eller andet kgretgj (depotet skal besgges af dem alle sammen), og det n&ste er
kapacitetsbegrensningerne for kgretgjerne. Herefter kommer bibetingelser, som
sikrer, at ethvert kgretgj k, som besgger en kunde 7, ogsa forlader kunden igen
(“flow conservation”), og til sidst har vi en bibetingelse af den type, som vi stgdte
péiforbindelse med TSP, nemlig udelukkelse af ture, der ikke er ®gte i den forstand,
at der kgres 1 ring udenfor depotet (“subtour elimination”).

Det er faktisk den sidste type bibetingelse, der ggr problemet vanskeligt, idet
man jo i princippet skal checke alle delm@ngder af kunder, hvad der selv for et
beskedent antal kunder bliver en meget krevende opgave. I det fglgende skitseres,
hvorledes en algoritme til lgsning af VRP kan skrues sammen; vi skal ikke gé
1 detaljer, for beregningsarbejdet bliver under alle omst@ndigheder drabeligt, og
VRP er et omrade, hvor der satses pa heuristikker, algoritmer, der ikke kan vises at
lgse det konkrete problem, men som kommer tet pa. Det vender vi tilbage til.

Algoritmer for VRP: Hvis man ser neermere pa formuleringen af VRP-problemet
ovenfor, kan man se, at det i realiteten bestar af to forskellige — men naturligvis
indbyrdes afhangige — problemer: Der er for det fgrste et tilordnings- eller
assignmentproblem som géar ud pa at tilordne kgretgjer til kunder, svarende til
de forste s&t to bibetingelser, og dernast et TSP problem for hvert kgretgj med
tilordnede kunder. Det betyder, at vi kan omskrive problemet til

max » _ fi(yx)
k

hvor yx = (Y1k, - - - Ynk ), 0g hvor fx(yx) defineres som den minimale omkostning
(altsd optimalvaerdien) af et TSP problem med byerne {4 | y;; = 1} foruden depotet.
Med andre ord, f; er defineret ved

Frlyr) = max Y ey
]
under bibetingelserne

g Tijk = E Tijk = Yik, t = 1,...,m,
{ J
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Z xijk < |S| —1foralle S C {2,...,n},
ijES

fork=1,...,n.

Omskrivningen giver imidlertid ikke noget simpelt svar pa, hvordan man finder
lgsningen, for kriteriefunktionerne fj, som giver optimalvaerdien af et TSP som
funktion af dets parametre, har en kompliceret form. Men man kan benytte sig
af duale variable — ved hver lgsning af TSP-underproblemerne for passende v,
k =1,...,n,kan man fa duale variable (som angiver vaerdien af, at bibetingelserne
@ndres en smule, her verdien af at @ndre pa de enkelte y;; (fortolket: besparelsen
for kgretgj k ved at blive af med en given kunde), og disse verdier kan man sa bruge
til at bytte ud mellem de enkelte delproblemer (hvad der svarer til at bytte kunder
mellem de enkelte kgretgjer), sa at den samlede omkostning minimeres.

Det lyder for sa vidt intuitivt, men der er nogle komplikationer undervejs, ikke
mindst i forbindelse med, at TSP-underproblemerne jo er heltalsproblemer, s& der
kommer ikke automatisk veldefinerede duale variable ud af lgsningen. Det kan
man sd fa ved at g bort fra heltalsrestriktionen, men sa har man pa den anden side
tilfgje noget andet, sa at lgsningen alligevel bliver heltallig, og her bruger man ofte
linezere uligheder af passende form (i terminologien fra forrige kapitel bliver det til
en skaringsplans-algoritme). Dermed er den simple intuitive struktur i algoritmen
jo gledet noget 1 baggrunden, og beregningsarbejdet bliver ganske stort.

Heuristiske metoder. I betragtning af, at en preecis beregning af Igsningen til
et VRP ihvertfald vil komme til at indeholde et TSP — og endda formodentlig som
en subrutine, der skal gennemfgres adskillige gange, er det fristende at lede efter
metoder, der giver en acceptabel tiln@rmelse til Igsningen, uden at det helt precist er
en Igsningsmetode. Det er ikke en spgrgsmél om bekvemmelighed; VRP problemer
af passende stgrrelse vil slet ikke kunne lgses med realistiske begrensninger med
hensyn til tid og maskinkapacitet

I det fglgende skitseres nogle af de heuristikker, der har veret foreslaet til
Igsning af VRP.

Besparelses-algoritmen. Denne metode (der skyldes Clark & Wright, 1964) er
blandt de fgrst udviklede og mest benyttede. Fremgangsmaden er som fglger: Der
startes med et system af ruter 1 — ¢ — 1, sa at hver kunde forsynes sarskilt; denne
ruteplan er neppe mulig (sa skulle der vare lige s mange kgretgjer som kunder),
men det er ogsé blot udgangspunktet.

Trin 1: Her udregnes alle besparelser s;; = c1; — ¢;; + c¢;1 for par (¢, j) af kunder.
Besparelsen s;; svarer til gevinsten ved at knytte forbindelsen i — j, séledes
at man laver ruten 1 — ¢ — 7 — 1 1 stedet for at forsyne 7 og j sarskilt 1 to
ruterl - ¢ —land1 — 5 — 1.

Trin 2: Alle besparelser ordnes 1 aftagende rekkefglge.

Trin 3: Begyndende fra oven i denne r&kkefglge, gor fglgende:
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Trin 4: Find den fgrste brugbare forbindelse ¢ — j, som kan indfgjes i den hidtil
konstruerede rute lige for kgretgjet vender tilbage til depotet.

Trin 5: Hvis der ikke er en sadan forbindelse, valg farste brugbare forbindelse
t — j, som kan bruges til at starte en ny rute.

Trin 6. Fortsat trin 4 og 5 sa l&nge der kan valges nye forbindelser.

Undervejs i algoritmen bgr man checke de ture, der er konstrueret, for at sikre
sig, at de foreliggende kgretgjer kan gennemfgre dem. Da algoritmen starter med
en plan, som ikke er mulig, har man ikke nogen sikkerhed for at ende med en plan,
hvor der er kgretgjer nok — der kan taenkes at restere nogle enkelt-kunde-ruter, som
der ikke er kgretgjer til. Lgsningen efterlader dermed nogle kunder uden betjening,
hvad der betyder, at bibetingelsen ) _, v;x = m kan vare overtradt for visse i.

Sweep algoritmen (Gillett og Miller, 1974). Denne algoritme konstruerer ruter ved
at lade en lyskegle feje rundt fra depotet: Vi antager at kunderne er placeret i planen
med depotet i nulpunktet, og vi kan da angive kundernes beliggenhed ved sakaldte
pol@re koordinater (7;,6;), hvor r; er afstanden til ¢ (fra depotet) og 6; er den
retning, hvori man skal bevaege sig fra depotet for at komme til ¢, hvor retningen
males som vinklen fra retningen til en given valgt referencekunde 7*. Vi antager, at
kunderne er nummereret sadan at 65 < ... < 6,,.
Der gas nu frem som fglger:

Fase 1:

Trin 1. Velg et ubrugt kgretgj k.

Trin 2. Begynd ved den fgrste kunde 7, som endnu ikke er 1 ruteplanen (hvilket vil
sige den kunde udenfor planen, som har lavest vaerdi af 6;. Lav derefter en
kundekreds {i,7+ 1,7+ 2, ...}, idet der fortsettes til kapaciteten af kgretgjet
k er udtgmt.

Trin 3. Hvis alle kunder eller kgretgjer er brugt, gas der til fase 2, ellers gas der
tilbage til Trin 1.

Fase 2:

Trin 4. Lgs TSP for kunderne “fejet sammen” til hvert kgretgj i Fase 1.
Der kan laves variationer af sweeping-algoritmen ved at ®ndre referencekun-

den ¢* (der jo har rollen som udgangspunkt for fgrste kundekreds) sdvel som maden
at ordne kunderne pa.

CMT 2-fase metoden (efter Christofides, Mingozzi og Toth, 1979); sweeping-
algoritmen er igvrigt ogsa en 2-fase metode, hvor der fgrst findees kundekredse
og derefter lgses TSP).

Fase 1:

Trin 1. Valg en endnu ikke placeret kunde ¢ og et kgretgj k til at betjene ruten
med.

Trin 2. Velg en ubrugt kunde 7 som knyttes til ¢’s kundekreds bestemt ved at
j har lavest verdi af en entreomkostningsvariabel beregnet 1 forhold til 7,
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indtil kapacitetsgreensen for k er naet. Hvis alle kunder er placeret, eller alle
kgretgjer fyldt, gas til naste trin, ellers gentages fra trin 1.

Trin 3. For hver kundekreds friggres alle andre kunder end den initiale, og for hver
fri kunde undersgges det, om hun kan indga i en anden. Valg den billigste
(m.h.t. entreomkostninger).

Trin 4. Allokér den kunde, der i forrige runde havde billigste entreomkostninger.

Trin 5. Trin 3 og 4 for hver kunde, hvis tidligere bedste entre ikke l&ngere er mulig,
og indtil der ikke er flere mader at lade kunder indga pa.

Fase 2:
Trin 6. Las TSP for hver af de fundne kundekredse.

Metoden gar, som den forrige, ud pa fgrst at finde kundekredse, og derefter
tilpasse ruten indefor hver kundekreds. Til forskel fra den foregdende laves
kundekredsene ikke én gang for alle, men der er en efterfglgende runde, hvor det
undersgges, om kundekredsene kan forbedres. At der er tale om heuristik snarere
end pracis lgsning, ses af at de ret arbitraert fundne ngglepersoner i hver kundekreds
bibeholdes — det ggres for at sikre, at der er en veldefineret omkostning forbundet
med at tilordne en kunde til en kgretgj i en situation, hvor ret mange af de gvrige
kunder hos kgretgjet er usikre i den forstand, er deres placering ikke er optimeret.

En senere heuristik (Fisher og Jaikumar’s 2-fase metode) erstatter den indle-
dende tilpasning af lundekredse med en anvendelse af en kendt algoritme, sdkaldt
generaliseret assignment (se kapitel 11).

3. Opgaver

1. En virksomhed producerer plastvarer og har en kontrakt om leverancer af 6
forskellige varetyper nemlig sebeskale (S), grydeskeer (G), askebagre (A), kopper
(K), tallerkener (T) og fade (F). Alt produceres pa samme maskine, og mellem
produktion af hver varetype gar der tid (angivet nedenfor i minutter) til renggring,
omstilling af stgbeforme osv.

S G A K T F
S — 10 8 6 12 20
G 8 — 12 10 7 10
A 15 7 — 15 3 8
K 7 9 9 — 9 13
T 9 5 5 11 — 12
F 10 12 10 12 12 —

Find optimal rekkefglge 1 produktionen af de 6 varetyper.
2. Ved fastleggelsen af kontrolproceduren fgr start af et trafikfly har det vist sig, at
der er sammenhang mellem de malinger, der netop er foretaget, og sandsynligheden
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for at overse en fejlfunktion ved umiddelbart efterfglgende maling. Man har fundet
frem til sandsynlighederne for denne fejltype, der er som vist i tabellen (der er fem
funktioner, der testes, og tabellen angiver sandsynligheden (i promille) for at overse
fejl i funktionerne angivet i sgjlerne, nar man netop har fuldendt inspektionen af
funktionerne angivet i rekkerne):

10820 30 15
51012208
7131021 14
151413928
1214128 18

Fra de tekniske specifikationer ved man, at funktion 1-3 er 10 gange sa sikker som

de to sidste funktioner.
Find den checkprocedure, der maximerer sikkerheden.

4. Litteratur

TSP problemet er behandlet i de fleste fremstillinger af matematisk programmering.
Der findes ogsa en (s@rdeles anbefalelsesvardig) bog om TSP, nemlig Lawler,
Lenstra, Rinnooy Kan og Shmoys (1985).
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KAPITEL 7

Dynamisk programmering

1. Indledning

I de foregdende eksempler har vi set pd metoder til l@sning af optimeringsproblemer,
der hver is@r kunne bruges pé en hel klasse af problemer, karakteriseret (is@r) ved
kriteriefunktionernes form: Hvis kriteriet var line@rt (og bibetingelserne ligeledes),
havde vi at ggre med LP, hvis det var en kvadratisk eller maske en konveks funktion,
var der tale om kvadratisk eller konveks programmering. Kriteriefunktionen var
afggrende for, hvilken metodik vi ville benytte os af.

I dette kapitel drejes problemet en smule rundt; vi vil ikke lngere fiksere pa
kriteriefunktionens egenskaber, men til gengald vil vi interessere os noget mere for
forekomsten af andre slags struktur i problemstillingen. Sagt noget mindre kryptisk:
I adskillige problemer er der en helt naturlig opdeling af det generelle optime-
ringsproblem i mindre problemer relateret til hvert sit tidspunkt. En systematisk
udnyttelse af denne tidsopdeling — teknisk formuleret, af problemets rekursive
struktur — danner baggrund for de metoder, der gar under betegnelsen dynamisk
programmering.

At der er en naturlig tidsmassig struktur i mange praktiske problemer, er
n&ppe noget, der krever meget argumentation. Produktions- og lagerproblemer
involverer variable dateret pa hvert sit tidspunkt over en lang fremtidig periode.
Beslutningsproblemet pa hvert givet tidspunkt kan naturligvis ikke lgses uden at
det ses i sammenhang med tidligere og senere beslutninger. Der er altsa normalt
ikke mulighed for banalt at spalte problemet op i mindre. Men ved en beh@ndig
udnyttelse af strukturen kan man alligevel ofte néd en Igsning pd en made, der ret
meget ligner en sddan opsplitning. Der er ikke noget generel metode pa samme méde
som ved LP-problemer, hvor vi har simplex-metoden til radighed; der er ganske
vist noget generel formalisme, som vi skal stgde pa senere, men hovedreglen er, at
der mé udvises en smule omhu i problemets behandling, for at man kan hgste den
fulde fordel af den dynamiske struktur.
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2. Diligence-eksemplet

Et klassisk eksempel i l&rebogslitteraturen drejer sog om en forretningsmand, der
planlagger en rejse fra sin hjemby A igennem det vilde vesten for at na frem til sit
endelige mal, byen J (hvad han sd end skal der). Der er flere alternative ruter fra
A til J, og disse ruter involverer en eller flere af byerne B, C', osv. frem til /. Hans
problem er, at ikke alle ruter er lige sikre, hvilket i vor model kan omformes til,
at omkostninger i form af forsikringer, medbragte gorillaer osv. afthanger af den
valgte rute. Lad os antage, at omkostningerne er som vist i tabellen, idet de pladser,
hvor der ikke stir noget, er ruter, som ikke lader sig ggre eller af anden grund ikke
kommer pa tale:

A122119 |15

B 16 | 15

C 22 116 | 22

D 19 | 22

E 16 | 18

F 18 | 11

G 15| 13

H 23
I 29

Lad os se pa, hvorledes man kan finde den billigste rute. Vi forkaster pa forhand
den primitive metode, der gar ud pa at checke alle mulige veje fra A til J; selv om
det er overkommeligt i dette tilfaelde, sa vil denne metode vare nermest hablgs,
nér problemet bliver bare lidt stgrre.

Lidt intuition anvendt pa problemstillingen vil antyde en praktisk lgsningsme-
tode. Vikan forestille os vor rejsende pa vej til malet; i hver af de byer, han passerer,
star han overfor et beslutningsproblem, nemlig valg af diligencerute videre. Som
problemet er skruet sammen, vil der vere fire sidanne trin af beslutninger under-
vejs: Forstfra Atil B, C'eller D, sa fraen af disse til £/, F eller G, og fra disse til H
eller I, hvorfra man sa nar J (det kan man fa noget ud af pa originalsproget — der er
flere “stages” 1 “stagecoach”-problemet). Den rekursive struktur i beslutningerne
kommer frem, nar vi noterer os, at omkostningerne ved den optimale politik, nar
der resterer n trin, og man befinder sig i byen 7,, (der er en af dem, som man kan
bifinde sig i i nte trin), kan skrives som

fa(in) = min{p(in, in—1) + fr_1(in-1)}, (1)

Tn—1

idet p(j, k) er omkostningerne ved turen fra j til k& (og for at formalismen kan vere
komplet seetter vi f5(J) = 0).
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Det rekursive udtryk i (1) er let at fortolke: Star man ved et vist trin og kender
den optimale politik fra naste trin (uanset hvilken by man s& er kommet til) og
videre frem, sd ma det bedste man kan ggre nu vere at velge sin tur frem til naeste
trin sa at summen af omkostningerne ved denne tur og de minimale omkostninger
videre frem fra den by, man kommer til, er mindst.

Vi kan nu bruge (1) til at Igse problemet. I sidste trin fgr J vi dbenbart

fI(H) =23+ f5(J)=29+0=23
i) =294 fE(J) =29+0 = 29.

Gar vi nu et trin tilbage, kan vi beregne omkostningerne, nar der resterer to trin,
som
f3(B) = min{16 + f{'(H),18 + fi (1)}

= min{16 + 23,18 + 29} = 39
og tilsvarende finder vi
f2(F) = 40
f2(G) = 38.
Et trin tidligere har vi byerne B, C', D. Vi finder

f3(B) = min{16 + f5(E), 15+ f5(F)} = 55,

og pa samme made finder vi
f5(C) = 56,

f3(D) = 59.

Nu kan vi lgse det oprindelige problem, stadig ved hjaelp af (1), for i punktet A har
vi
fi(A) = min{22 + f5(B),19 + f;(C), 15 + f5(D)}
= min{22 + 55,19 + 56, 15 + 59}
=74

Der altsa er laveste mulige omkostninger. Gar vi tilbage i beregningerne, ser vi, at
i fjerde trin realiseres minimum af byen D; i tredie trin far vi laveste ved at ga til
F, og i andet trin gér vi fra F' til I; disse informationer kunne vi have noteret ned
undervejs, sd det er let at identificere den optimale beslutning.

Vi har saledes Igst vort komplicerede beslutningsproblem ved at klare en reekke
ret sma optimeringsproblemer. Ngglen var udtrykket (1), som er den rgde trad i
metoden. Da den ogsa viser sig at vere grundideen bag alle andre dynamiske
programmeringsproblemer, har man givet den et s@rligt navn, nemlig optimalitets-
princippet.. De fglgende afsnit viser nogle andre anvendelser af dette princip.
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3. Knapsack-problemer

Vi har allerede tidligere set en udgave af et knapsack-problem (det lyder ikke rigtig
af noget med “rygsek”-problem). Her er et eksempel pa et sadant:

Antag at vi skal lesse et Hercules-fly med ngdforsyninger til et af de
efterhanden mange kriseomrader. Der ligger fem forskellige sendinger, som vi
kan tage med, og for hvert af disse far vi opgivet dels en vagt i tons, dels en verdi
malt i kr. (af at fa netop denne sending frem). Lad f.eks. disse data vaere givet som
1 tabellen:

Sending nr. 1 2 3 4 5
Veaegt (wy) 4 5 7 9 10
Verdi (V) 7 12 13 16 19

Vi lader maskinens lasteevne vere givet ved 7.
Dette er klart nok et (forholdsvis banalt) heltalsprogrammeringsproblem, som
vi ogsa kunne have skrevet som

max 7xy, + 12x9 + 13x3 + 1624 + 1925
under bibetingelserne
dx1 + dxo + Txs + 924 + 1025 < T

T1,T2,T3,T4,T5 € {07 1}

og vi har allerede set pd metoder til at 1¢se sadanne problemer. Imidlertid er vi her
interesserede i at bruge en fremgangsmade svarende til forrige afsnits, sdledes at vi
deler beslutningsprocessen op i trin og finder optimum ved optimalitetsprincippet.

Trindelingen i denne problemstilling er maske ikke helt oplagt, men lad os
bruge den variabel 7', som vi allerede har, som udtryk for fri lastekapacitet, og
lad os sa tage stilling til hver af sendingerne i rekkefglge (forst nr.1, sé nr.2 osv.).
Ved den sidste overvejelse far vi f;(7'), veerdien af den optimale beslutning ved
kapacitet 7' som enten O eller 19: Den er 19 hvis der er plads til den sidste sending,
altsd hvis T' > 10, og O ellers.

Derefter gér vi til f3(T), optimal veerdi nér vi er 2 trin fra slut, og her bruger
vi rekursiviteten. For hvert 7" har vi, at verdien af beslutningen er 19+16 hvis
kapaciteten er mindst 1049, séledes at der er plads til begge de sidste sendinger,
den er 19, hvis der er kapacitet fra 10 op til de 19 (for s& kan man have den bedste
af de to men ikke begge), den er 16 hvis T" er mellem 9 og 10 (sa man kan have
sending 4 men ikke sending 5), og endelig er den O for mindre 7', hvor ingen af de
to kan komme med. Bemark, at hver eneste af disse (ret oplagte) sammenh@nge
er en udgave af vor gamle ven optimalitetsprincippet, nemlig

s max{f(T),16 + f;(T'—9)} forT >9
f2(T) = {fl*(T) 1 1 for T < 9.
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Gar vi et skridt videre, skal vi bruge en tilsvarende relation

e [max{f5(T),13+ f3(T —7)} forT >7
fg(T)—{f;(T)2 i for T < 7.

og det generelle udtryk ses at have formen

* max{f3_y(T), vn + [y (T —wa)} forT > w,
Ja(T) = { (T 1 1 for T < w,,.

Ved at gé alle skridt tilbage kan man finde den optimale verdi af hele problemet, og
hvis man har holdt styr pa sine overvejelser undervejs, har man ogsa den optimale
politik.

Det ses, at der er en del beregninger knyttet til denne fremgangsmade (vi
ville neppe have valgt metoden hvis det blot var dette problem, det drejede sig
om). Fordelen ved dynamisk programmering er, at de enkelte trin meget ofte
lader sig simplificere yderligere, siledes at der bliver tale om en virkelig lettelse af
beregningerne.

4. Litteratur

Dynamisk programmering blev til en sarskilt disciplin 1 lgbet af 50erne iser i
kraft af Richard Bellman’s bidrag (se f.eks. Bellman og Dreyfus (1962), herunder
optimalitetsprincippet. Man kan lese mere herom f.eks. i White (1969).
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KAPITEL 8

Grafer

1. Hvad er en graf?

Grafer optreder 1 en eller anden udgave i de fleste operationsanalytiske problem-
stillinger. Man stgder ogsa pa dem i mange andre forbindelser, sa

I fgrste omgang vil man intuitivt opfatte en graf som en figur, hvor en rekke
punkter er forbundet med linier. Som sadan har grafen begrenset interesse; det
brugbare ved grafer bestar i, at de er rendyrkede udgaver af problemer, hvor der er
abstraheret fra konkrete detaljer.

Grafen er sd at sige skelettet i problemet, men som oftest ikke nok til at beskrive
problemet fuldt ud. Pa samme méde giver grafteorien en meget nyttig baggrund
til at hndtere de konkrete problemer, men den giver ikke nogen ferdig opskrift pa
problemernes lgsning.

Den intuitive diskussion giver os et fingerpeg om, at det der karakteriserer en
graf, er dens punkter og forbindelserne imellem dem, men vi mangler endnu en
pracis formulering af dette. Det starter vi pa her:

En graf G bestér af en meengde V (eller V' (G), hvis der er brug for at pracisere,
at det er grafen GG, der tales om), af punkter, en m@ngde F (eller F((G)) af kanter,
og en afbildning fra £ til V' x V, som til hver kant e € E angiver to punkter
(v1,v2) (hvorefter kanten e kaldes en (v1, v2)-kant). Disse punkter kaldes for e’s
endepunkter; e siges at vaere incident med hvert af punkterne v; og v og at forbinde
V1 08 V2.

Vi vil (indtil videre) ikke lgge nogen vegt pa rekkefglgen (v1, v2), som altsa
ligesa godt kunne veare skrevet (v, v1).

Definitionen giver mulighed for, at der kan vare mere end én (vy,vy)-kant,
for et eller andet par (v, v2) af punkter; i sa tilfeelde kaldes grafen for en multipel
graf eller en multigraf. Vi vil dog normalt gé ud fra, at der ikke er sadanne parallele
kanter. Der er heller ikke noget 1 vejen for, at v, og v2 kan vere det samme punkt
v. En (v, v)-kant kaldes en slgjfe; grafen G kaldes simpel, hvis den ikke har slgjfer.

Simple grafer optreeder hyppigst i anvendelserne, og det er oplagt, at simple
grafer er vesentlig mere overskuelige end generelle grafer. Nedenfor er vist nogle
simple grafer med 4 punkter.
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Eksempel 8.1

Lokalisering: En butikskaede overvejer at placere butikker i en landsdel; butikkerne skal
placeres i byomrader, og det er vigtigt, at kunderne ikke har for lang afstand til en butik.

De givne geografiske omst@ndigheder (normalt symboliseret ved et kort over
omradet) kan formuleres som en graf, hvor punkterne er byer og linierne er vejforbindelser
mellem byerne.

Der er endda lidt mere information: til hver af forbindelseslinierne (kanterne) mellem
to punkter er der knyttet et tal, vejlengden mellem de to byer. Vor graf er en sdkaldt vegtet
graf.

Beslutninger under usikkerhed: En beslutningstager, der skal treeffe en beslutning angéende
fremtidige, usikre forhold, star overfor en situation, der kan illustreres ved grafen nedenfor,
et sakaldt tree: Lagene svarer til fremtidige tidspunkter, og forgreningen skabes af de
mulige, usikre h@ndelser, der kan indtreffe ved hvert tidspunkt. Dette beslutningstre
er grundmodellen indenfor teorien om adferd under usikkerhed.

E2h

=2

s
s}

t=0

En variant af ovenstaende er spiltreet i et spil pa ekstensiv form. Der er ogsé her
givet et tre; punkterne i treet fortolkes som “traek” i spillet, og de kanter, der peger opad i
figuren, opfattes som valgmulighederne ved det pagaeldende treek.

Treeet hgrende til et heltalsproblem: 1kapitel 4 sa vi, at ved Igsningen af et heltalsprogram-
meringsproblem ved branch-and-bound metoden var det praktisk at se problemet som et
sggeproblem i et tre (figur 2 i kapitel 4).

Vi skal se adskillige andre eksempler pé grafer i Igbet af dette og de fglgende kapitler.

Eksemplerne viser, at der ligger grafer bag mange forskellige slags problemer.

Det bliver hurtigt temmelig uoverskueligt at skrive alle grafer op direkte, selv
nar det drejer sig om simple grafer. Derfor vil man ofte interessere sig for mindre
bestanddele af en given graf; er de sma bestanddele fgrst forstaet fuldt ud, vil den
stgrre sammenh&ng ofte vaere lettere at gennemskue.

En graf G’ = (V(G’), E(G")) er en delgraf af en anden graf G = (V. E)
hvis dens meangder af punkter V(G’) og kanter E(G’) er delmangder af V(G),

respektive F(G). Trivielt er den tomme graf (den, der hverken har punkter eller
kanter) og G selv delgrafer af G. En ®gte delgraf af G er en delgraf, som ikke er én
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af disse to. En delgraf G’ af G kaldes udspewndende hvis V (G') = V(G) (séledes
at G’ har samme mangde af punkter som G).

Isomorfi. Den intuitive fremstilling af grafer som punkter med kanter imellem
svarer helt naturligt til illustrationerne i forrige afsnit. Det bgr dog for ordens skyld
bemerkes, at en given graf (givet ved V' og E som beskrevet ovenfor) kan afbildes
pé flere forskellige mader. Der kan ogsa godt i en afbildning af en graf vere kanter,
som skarer hinanden uden at der hgrer et punkt til skeringen; de skearer altsa ikke
hinanden “i virkeligheden”, men kun i vor atbildning. Teknisk h@nger disse ting
sammen med, om vor graf er plan eller ej, noget vi vender tilbage til.

Den pracise udformning af denne observation, at “samme” graf kan afbildes
pé forskellig méde, far man ved at indfgre begrebet isomorfier af grafer: To grafer
G og G’ er isomorfe, hvis der findes bijektive afbildning ¢ : V(G) — V(G’) og
Y E(G) — E(G'),saledes at forenhver (v1, v2)-kanteer(e) en (¢(v1), ¢(v2))-
kant. I det normale tilfelde (hvor vi ikke har at ggre med multigrafer og hvor grafen
er simpel) kan vi ngjes med en lidt simplere version: G og G’ er isomorfe, hvis
der findes en bijektion ¢ : V(G) — V(G’), sdledes at der for hvert par (vq, v2)
geelder, at v1 og v9 er forbundet med en kant i £(G) netop hvis ¢(v1) og ¢(va) er
forbundet med en kant i £(G’).

Hvis to grafer er isomorfe, vil den ene kunne “omformes” til den anden ved
pa passende made at identificere punkter i de to grafer med hinanden. Kanterne
mellem punkter, der svarer til hinanden i de to grafer, kan da ogsa sattes i enentyding
forbindelse. Grafteorien besk&ftiger sig med egenskaber ved grafer, der bibeholdes
hos isomorfe grafer.

Blandt de egenskaber ved en given graf (V, E'), der ganske abenlyst bibeholdes
under isomorfier, er antallet af punkter i V', antallet af kanter imellem to givne
punkter, antallet af kanter ialt, og antallet af kanter, der er incidente med et givet
punkt, denne sidste ma@ngde vil vi interessere os lidt mere for i naste afsnit.

Orienterede grafer. En orienteret graf defineres pa samme made som en almindelig
graf, nemlig ved en m&ngde V' af punkter, en m@&ngde E af kanter, og en afbildning,
der til hver kant e angiver de kanter (v, v2), som kanten forbinder. Forskellen er,
at her har reekkefplgen betydning. Kanten (vq, vo) gér fra vq til vo; dette markeres
i afbildninger som en pil fra v til vo. Kanten (v, v1) forbinder de samme punkter,
men i modsat retning, og den skal derfor markeres ved en pil fra v, til v;.

Veegtede grafer. Hvis der til en graf (eller en orienteret graf) G er givet yderligere
information i form af et tal knyttet til hver kant, har vi en vegtet graf. Tallet kan
1 anvendelserne vere en kapacitet, som angiver den mulige gennemstrgmning, en
omkostning (ved transport langs kanten), eller en afstand. Vi skal se adskillige
eksempler pa vaegtede grafer.
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2. Nogle grafteoretiske begreber

Allerede det forrige afsnit antyder, at grafteori indeholder et veld af definitioner,
maske mere end godt er. De bliver selvfglgelig alle brugt i visse sammenhange,
men unzgtelig er de fleste af dem ret ligegyldige for vore anvendelser. Vi vil nu
alligevel af og til tage et par begreber mere end strengt ngdvendigt, blandt andet
fordi det satter tingene ind i en stgrre sammenhang. De fglgende afsnit vil derfor
ikke blive brugt rub og stub 1 fortsettelsen, men der kommer dog en del gods, som
der traekkes pa senere.

Det er ofte af betydning at se pa, hvor mange kanter der gér ind i eller ud fra et
givet punkt — eller blot hvor mange kanter der bergrer (er incidente med) punktet.
Et udtryk for dette far vi ved at se pa et punkts grad:

Lad G = (V,E) vere en graf og v € V et punkt i grafen. Ved graden
(der ogsé optreder under navnet valensen) af v (der skrives som deg(v) eller
deg(v, ), forstds antallet af kanter i G, som er incident med v, idet dog slgjfer
telles to gange. Hvis der specielt er tale om en orienteret graf, kan vi yderligere
definere indgangsgraden deg,;(v) som antallet af kanter med endepunkt i v, og
udgangsgraden tilsvarende som antallet af kanter med udgangspunkt i v. Vi far
dermed, at der ma gaelde

deg(v) = deg;(v) + deg,(v)

for ethvert punkt v 1 en orienteret graf.

Graden af et punkt er tydeligt nok et helt tal > 0. Hvis deg(v) = 0, kaldes v
for et isoleret punkt. Skrives deg(v) for punkterne i G op i voksende raekkefglge,
fas gradspektret for G. 1 figur 4 er graderne

deg(p1) = 4, deg(p2) =1, deg(ps) =0, deg(ps) = 5,

sa gradspektret er (0, 1,4,5).

Safremt alle punkter i grafen G har samme grad s, kaldes grafen for regulcer
eller, mere pracist, s-reguler. Hvis alle punkter har lige grad, kaldes grafen for en
Euler-graf.
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Eksempel 8.2

Betegnelsen Euler-graf skyldes, at begrebet graf ferste gang er brugt i 1736, hvor det
benyttedes af den fra mange andre dele af matematikken kendte Leonhard Euler til at 1gse
et bestemt problem:

e

I byen Konigsberg (nu Kaliningrad) var der 7 broer over floden Pregel, og beliggen-
heden af broerne var som vist pa figuren til venstre. Problemet var nu, om det er muligt at ga
en tur, sdledes at man passerer hver bro én gang. Dette problem omformulerede Euler ved
at se pa grafen til hgjre, hvor der er et punkt for hver bydel og en kant for hver bro; det drejer
sig da om, hvorvidt man kan nummerere kanterne sadan, at der for vilkarlige tre successive
kanter gelder, at midterste kant har sit ene endepunkt feelles med foregaende kant, og sit
andet endepunkt felles med efterfglgende kant. En sddan fglge kaldes en Euler-kredslgb i
grafen, og Euler viste, at der ikke var nogen.

Mere pracist defineres en fur 1 en graf som en endelig fglge
vo,€1,V1,€1,V2,...,V_1,€L, Vg

af skiftevis punkter og kanter (der ikke ngdvendigvis er indbyrdes forskellige),
saledes at e; er en kant fra v; _; til v;. Hvis vi har at ggre med en simpel graf,
er kanterne helt bestemt af endepunkterne, og vi behgver kun at skrive fglgen af
punkter. Hvis alle kanter er forskellige, kaldes turen for en vej; hvis videre alle
punkter (pan&r eventuelt vy og vy, er forskellige), kaldes vejen for simpel, og hvis
endelig vg = vg, har vi en simpel lukket vej. Generelt kalder vi en vej med samme
begyndelses- og endepunkt for et kredslgb.

Veje i grafer giver anledning til det vigtige begreb sammenheng: En graf

G = (V,E) kaldes sammenhengende hvis vilkérlige to punkter i grafen er
forbundet ved en vej, altsa hvis der for alle v,v" € V findes en vej (vg, ..., vm)
med vy, ...,v,, € V,sdatvy = v, v,, = v'.

Vi kan bruge vort begrebsapparat til at fa et generelt resultat om muligheden
for Euler-kredslgb. For det fgrste gaelder der fglgende:

Enhver graf har et lige antal punkter med ulige grad.

Antag nemlig, at vi opregner alle kanter i den givne graf, og for hver af disse
kanter opskriver endepunkterne hgrende til denne kant. Da vil antallet punkter
(ikke ngdvendigvis forskellige) opskrevne pd denne made, vare to gange antallet
af kanter. Graden af et punkt er netop det antal gange, hvor punktet forekommer 1
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denne opregning af kanternes endepunkter, sa vi har sammenh&ngen

S deg(v) = 2|E(G)!

veV(G)

Pa hgjre side star et lige tal, og trekker vi herfra summen over alle punkter med
lige grad, har vi stadig et lige tal. Nar summen af alle de ulige grader er et lige tal,
ma der vere et lige antal af sdidanne punkter. O

Med denne indsigt far vi hurtigt en karakterisering af Euler-grafer:

En graf G uden isolerede punkter (men gerne med multiple kanter) er en
Euler-graf hvis og kun hvis den er sammenhcengende og alle punkter har lige grad.

Antag fgrst at G er en Euler-graf. Det er oplagt at G ma vare sammenhan-
gende, for ellers vil der vaere en kant et eller andet sted, som ikke kan nas i noget
kredslgb, endsige 1 et Euler-kredslgb. Valges nu et Euler-kredslgb, har vi for hvert
punkt pa dette kredslgb, at vi kommer ind til det og gér ud fra det langs forskellige
kanter, sa hver gang vi passerer punktet, vokser graden med 2. Da vi passerer alle
punkter (et vist antal gange), er graden lige 1 alle punkter.

For at vise den omvendte sammenh@ng, start med et vilkarligt punkt v og lav
en vej; vi fortsatter, uden at bruge nogen kant to gange, sa l&nge det kan lade sig
ggre. Da alle punkter har lige grad, ma vi vere kommet tilbage til v, og vi har
brugt alle kanter fra v. Hvis der er ubrugte kanter, betragt en delgraf udspandt af
disse kanter. Gentag proceduren her. Hvis vi far en lukket vej som har punkter
felles med den fgrste, kan denne udvides til at omfatte det hele. Den lengste af
alle sadanne lukkede veje bliver et Euler-kredslgb. ]

En variation af temaet Euler-grafer er fglgende: En graf GG siges at vare
gennemforlig, hvis der findes en tur, som gennemlgber alle kanter (men som ikke
er lukket). Det ses ret let, at en sammenhangende graf er gennemfgrlig hvis den
har netop to punkter med ulige grad.

3. Veje, cykler og treer

Veje er blandt de simplest teenkelige grafer, og interessen for dem hanger sammen
med, at mere komplicerede grafer kan have veje af forskellig lengde som delgrafer.
Vi har allerede set, at veje bruges til at diskutere sammenh&ng, og vi skal fa brug
for dette begreb gentagne gange.

Sammenhangende grafer, hvor hvert punkt har grad 2, kaldes cykler; savel
for veje som for kredslgb betegner leengden af en cykel antallet af kanter. Bemark
forskellen mellem kredslgb og cykler: I et kredslgb ma man gerne besgge et punkt
mere end en gang (men dog hgjest en gang ad hver kant); en cykel besgger kun sine
punkter én gang.
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Cykler kan ogsé spille en vasentlig rolle som delgrafer af en given graf. Et
eksempel pa dette er en sikaldt Hamilton-cykel i en graf G = (V, E), nemlig en
cykel, som indeholder alle punkteri V.

Komplette grafer og turneringer. En komplet graf er en simpel graf, hvor hvert par
af punkter er forbundet med én kant. Der er klart nok netop én (paner isomorfi)
ikke-orienteret komplet graf med m punkter, og den betegnes med K,,. Hvis en
komplet graf er orienteret, kaldes den en turnering.

Turneringer optreder i forskellige sammenh@nge som udtryk for preferencer,
enten individuelle eller kollektive. Hvis punkterne identificeres med alternativer,
som er genstand for en vurdering, vil vi forbinde to punkter v; og v med en
orienteret kant fra v, til vo netop hvis v, anses for bedre end v; .

Den ordning af alternativerne, der giver anledning til en turnering, ma altsa
vare total (alle alternativer kan sammenlignes); den er ogsa asymmetrisk (hvis vg
er bedre end v; kan v, ikke samtidig vare bedre end vs). Den er ikke reflexiv (der
er ingen slgjfer), og den behgver ikke at vere transitiv.

Treeer. Et tree er en sammenhangende graf, der er acyklisk 1 den forstand, at den
ikke indeholder cykler. Traer er nok den type af grafer, der har fundet de fleste
anvendelser, ikke blot i gkonomi og beslutningsteori, men ogsa indenfor f.eks.
datalogi og fysik.

Der er flere forskellige mader at karakterisere et tre pa:

Lad G = (V, E) veere en graf uden slgjfer, og antag at der ialt er m punkter
og n kanter i G. Da er fplgende udsagn ekvivalente:

(i) G er et tree,

(ii) For et vilkarligt par (v,v") af punkter i G er der netop én vej, som forbinder
/
vogv,

(iii) G er sammenhengende, og m =n + 1,

(iv) G er acyklisk, og m = n + 1.

Beviset er ikke s indviklet, men det er ret langt, da s@tningen selv indeholder
ganske mange udsagn. For at hjelpe pd overblikket er der givet en populaer
forklaring af, hvad der sker, i firkantede parenteser.

(i) = (ii). [Hvis der var to veje mellem to forskellige punkter, s& kunne man
gé frem ad den ene vej, hjem igen ad den anden, og dermed havde man en cykel, en
modstrid] Antag at GG er et tree og altsa sammenhangende, saledes at vilkérlige to
punkter er forbundet ved en vej, men at der er to punkter v og v’, der kan forbindes
med forskellige veje

1 1 2 2
(vg, .,vml)og(wo,...,va),
hvor
1 _ 2 1 2
Vg = Uy =0, Uy, = VUppy =V
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De to veje starter altsd i samme punkt; lad i° vaere det stgrste index punkt med den

egenskab, v} = v for i <%, oglad i' veere det mindste index > i° s at v}, ogsa
er et punkt i vejen (vg, ..., v2,, ), dvs.

Uz'll = Ui22
for et vist index i. De to veje (vjo,...,v)1) og (v%,...,v%:) udger da en cykel.

Men dette strider mod at G er et tree, sa der kan kun vere én vej mellem vilkarlige
to punkter.

(i) = (iii). [Byg grafen op fra bunden ved at fgje punkter til og tegne kanterne
efterhanden som det kan ggres. Da ma man ngdvendigvis hele tiden vare
en kant i underskud] Da vilkérlige to punkter er forbundet med en vej, er G
sammenhangende. Vi mangler altsa bare at vise, at m = n + 1, og hertil bruger vi
induktion efter m, antallet af punkter. Hvis m = 1 kan der ikke vere nogen kanter,
for en sddan ville vaere en slgjfe; altsd er n = 0 og resultatet holder.

Antag nu, at resultatet holder for alle grafer med ferre end m punkter, som
opfylder (ii), og lad G’ vere en graf med m kanter, der opfylder (ii). Valg en
vilkarlig kant, f.eks. (v1,v2)-kanten e. Da er e den eneste vej mellem v; og vs.
Vi danner nu grafen G — e (som har samme meangde af punkter som G og samme
kanter panzr e); hvis vi ser pa de to delgrafer af G — e, som udsp@ndes henholdsvis
af alle de punkter, der kan forbindes ved en vej med v, , og af alle de punkter, der kan
forbindes med en vej med vg, ses disse to delgrafer at indeholde alle G’s punkter,
og at opfylde betingelsen 1 (i1). Den samlede mangde af kanter 1 disse to delgrafer
ma4 ifglge induktionsantagelsen vaere m — 2. Laegges hertil kanten e fas, at antallet
af kanteri G erm — 1.

(iii) = (iv). [Antag at der var en cykel. Den har lige s& mange punkter som kanter.
Altsa er der punkter som ikke hgrer til den. Men sadanne punkter ma vare forbundet
med cyklen, og igen far vi lige s mange punkter som kanter, en modstrid] Lad G
veere en graf med m punkter, som indeholder en cykel. Lad C' = {vy, ..., vy} veere
punkterne i cyklen.

Vi kan antage, at C' er valgt maximal i den forstand, at der ikke er nogen cykel
i G, som har C' som @gte delmangde af sin punktmangde. Det betyder, at for
ethvert v ¢ C' er der hgjest én kant, som forbinder v med et punkt i C'. Lad C4
vaere mangden af punkter, der er forbundet med C' ved en (entydig) kant.

Fortsattes pa denne made, fas i h’te trin en mangde C, af punkter, der kan
forbindes ved en kant med punkter i C}_1; dette giver en entydig tilordning af
kanter til punkter (ellers ville Cy ikke vere maximal). I endelig mange skridt fas, at
alle punkter i V' kan tilordnes en kant. Da denne tilordning er entydig, ma der vere
lige mange punkter og kanter i G, en modstrid. Vi konkluderer, at GG er acyklisk.

(iv) = (i) Antag, at GG ikke er sammenhangende; da ma GG besta af et vist antal
sammenha&ngende delgrafer (for hvert punkt v har vi en sammenh@ngende delgraf
bestdende af alle de punkter v* € V', for hvilke der findes en vej i G forbindende v
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og v'). Hver af disse delgrafer er acyklisk (da G er det), dvs. et tree. Vi benytter
nu (iii) pa delgraferne og far, at antallet af kanter i hver af dem er lig antallet af
punkter minus 1. Men sé kan der ikke vaere mere end én delgraf, dvs. G ma vare
sammenh&ngende. L]

I mange situationer vil der i et tra vere et bestemt punkt udpeget til at spille en
sarlig rolle i fortolkningerne. Et sadant punkt kaldes for roden i traeet. Hvis grafen
ikke er orienteret, kan roden valges vilkarligt. I en orienteret graf, som ogsa er et
tre, er roden entydigt bestemt ved at indgangsgraden er 0.

4. Afstand 1 grafer; farvning

Lad GG vare en sammenh@ngende graf. Hvis vy og vy er punkter i GG, findes der
altsd (mindst) en vej, som forbinder v; og vo. Vi kan da definere afstanden mellem
v1 og vo som lengden af den korteste vej mellem v; og v2. Vi betegner denne
afstand med d(vy,v2); det er let at se, at d(-, -) opfylder

d(v1,v2) = d(v2,v1),
d('l)l,'U3) S d(vla ’UQ) + d(,027 U3)7
d(vl,U2> =0 v = vs.

Velges et punkt vg i en sammenhangende graf G = (V| F), kan man definere
afstandsklasser 1 V' ved

Ds ={v € V|d(vs,v9) = s}, s=0,1,....

Mengderne Dy, Dy, . .. er indbyrdes disjunkte, og ethvert punkt i V' ligger 1 én af
disse maengder (de udggr med andre ord en klassedeling af V). Videre ma alle
punkter i D vaere forbundet med mindst ét punkt i D,;_; (l&ngden af den korteste
vej fra et sddant punkt til vy er s, sa fjernes den fgrste kant, ma der vere s — 1
tilbage). Pa den anden side kan der ikke vere kanter, der forbinder D med D; hvis
it —s| > 1.

Nér man har et afstandsmél i en graf G = (V, E'), kan man ogsa finde den
stgrste afstand mellem to punkter i grafen, nemlig grafens diameter

§(G) = max d(v,v").

v,v' eV

Afstandsmalet virker umiddelbart fjernt fra, hvad man intuitivt ville forsta ved
“afstand”, men det er et nyttigt teknisk hjelpemiddel. Vi har faktisk allerede brugt
det implicit 1 beviset for s@tningen ovenfor. Her er et andet resultat, der kan vises
ved at bruge afstandsklasser:

Enhver sammenhcengende graf har et udspcendende tree.
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Eksempel 8.3

Minimalt udspeendende tree. 1 en forlystelsespark skal der legges elforsyning mellem de
enkelte attraktioner, som er vist i figuren nedenfor sammen med deres indbyrdes afstande.

Tilslutningen udefra kan ske hvorsomhelst, og installationen gnskes lavet pa en sddan
made, at man bruger mindst mulig kabel. Hvorledes finder man frem til den billigste Igsning?

Vi vil antage, at installationen skal fglge de ruter, som er vist pa figuren (man kan
altsa ikke leegge kabel tveers over plenerne eller bygge en fordelerstation et vilkérligt sted).
Dermed reducerer problemet til at finde en sammenh@ngende graf, som har de samme
punkter som den oprindelige (som er udsp@&ndende iflg. vor terminologi fra afsnit 3). Da
den skal vaere minimal i den forstand, at der ikke er flere kanter med end hgjst ngdvendigt,
far vi, at lgsningen bliver et tree. Men hvilket?

L 60 =~ Pariserhjul
Radiobiler
e 80
75 Ballongynge
(=3
130 Spillehal
- 105
125 120
Stipteasebar
90 < Rutchebane

Det findes der en nem algoritme til at beregne: Man gar frem som fglger:
Trin 1. Vealg et vilkarligt punkt; i eksemplet velger vi ballongyngen.

Trin 2. Valg det endnu ikke forbundne punkt, som er n&rmest ved et allerede forbundet
punkt, og forbind med dette. I vort eksempel valger vi pariserhjulet.

Trin 3. Hvis der stadig er ikke-forbundne punkter tilbage, fortsettes med trin 2; i modsat
fald har vi en optimal 1gsning.

I eksemplet fortsatter vi med radiobilerne, derefter spillehallen, og til sidst rutcheba-
nen og stripteasebaren.

Det er ikke af betydning, hvor der startes; man vil under alle omstendigheder fa den
samme lgsning (eksemplet skyldes S.S.Cohen, 1985).

Valg et punkt vy og definer afstandsklasserne Dy, D, . . . som ovenfor. Vi vil
lave en ny graf G’ ved at fjerne kanter fra G indtil vi ender med et tree; det sker pa
fglgende made:

Fjern fgrst alle kanter mellem punkter i samme afstandsklasse. For s > 1
og for ethvert v € D, fjernes alle kanter mellem v og et punkt i Ds_;. Ifglge
vore bemarkninger ovenfor er ethvert punkt 1 D, forbundet ved en kant med et
punkt i D1, sé ethvert v mé vere forbundet ved en vej med vy. Altsé er vor G’
sammenhangende; det er klart, at G’ udspender G.

Vi mangler nu blot at vise, at G’ er acyklisk. Antag, at der er en cykel i G*, og
lad ¢ vere det stgrste tal sa at cyklen har et punkt v i D; (den kan ikke have mere
end ét punkt, for der er ingen kanter mellem punkter i samme afstandsklasse). Der
ma da vere to forskellige kanter, der forbinder © med punkter i D;_1 i strid med
konstruktionen af G’. Vi konkluderer, at G’ er acyklisk og altsa et tree. O
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En graf G = (V, F) kaldes fodelt hvis V' kan opdeles i to disjunkte mengder
V1 og V5 séledes at enhver kant i G forbinder et punkt i V; og et punkt i V5. En
todelt graf er komplet hvis ethvert par (vq, v2) med v1 € Vi, v9 € Vs er forbundet
med en kant. Den komplette todelte graf med m; punkter i den ene klasse og mo 1
den anden betegnes K,,,, .,,. Grafen K,, | kaldes en stjerne med m -+ 1 punkter.
Der gelder fglgende:

En sammenheengende graf G = (V, E) er todelt hvis og kun hvis enhver cykel
i G har lige leengde.

“Kun hvis”. Skrives cyklens punktmengde som (v, . .., vy, ) med v, = v,
ma hver anden (svarende til index 0, 2,4, . ..) vere fra V; og hver anden (1,3, ...)
fra V5. Det er klart, at m er lige.

“Hvis”. Velgetpunktvg oglad Dy, Dy, . . . vere de tilhgrende afstandsklasser.
Lad

Vi = Us=0,2,4,.Ds, Vo =Us=135 . Ds.

Hvis to punkter v, v’ i enten V; eller V5 er forbundet ved en kant, da ma de tilhgre
samme afstandsklasse. For hver af de to punkter valges en korteste vej til vg. Hvis
v er det fjerneste (fra vg) punkt som er pa begge veje, da har vi en cykel i G. Dens
leengde er sammensat dels af vejene fra v og fra v’ til v, som er lige lange, dels af
kanten mellem v og v’. Cyklen har altsé ulige l&ngde, en modstrid. Vi konkluderer,
at grafen er todelt. U

Todelte grafer er et specielt tilfelde af noget mere generelt, nemlig den séakaldte
farvning af grafer. En k-farvning af en graf G = (V, E') er en klassedeling af V' i k
delmangder (farveklasser) V7, . .., Vi, siledes at der for et vilkarligt par (vq, vy) af
punkter gelder, at hvis der er en kant mellem v; og vo,daligger v; og vo i forskellige
farveklasser. Det mindste tal k for hvilket der findes en & farvning af G kaldes for
G’s kromatiske tal og betegnes x (G). Et bergmt problem i matematikkens historie
er det sakaldte 4-farve problem, der har varet diskuteret siden midten af forrige
arhundrede. Kort fortalt er problemet, om det er nok at bruge 4 farver til at farve
et landkort pa en sadan made, at lande, der grenser op til hinanden, har forskellig
farve.

Omformuleret til vores terminologi har vi at ggre med plane grafer, dvs. grafer,
derkan tegnes i planet sdledes atingen kanter skerer hinanden. Her svarer punkterne
til lande, og der er en kant mellem to punkter netop hvis landene har felles granse.
Problemet er dermed: Har alle plane grafer kromatisk tal 47

Trods den tilsyneladende “anvendelsesorienterede’ historie bag dette problem
har det n@ppe stor praktisk betydning, men der er en omfattende litteratur om det.
En lgsning pa problemet blev givet i 1977 af Appel og Haken. Beviset omfatter
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Eksempel 8.4

Et praktisk optimeringsproblem, der benytter afstandsklasser i en graf, er fglgende: En
elektronikvirksomhed skal fremstille en printplade, og i denne forbindelse er det ngdvendigt
at fgre en ledning fra A til B pa pladen nedenfor. De forskellige figurer indtegnet svarer til
en reekke faste komponenter pa pladen, som ledningen skal fgres udenom. Det er praksis at

fgre ledninger i rette linier parallelt med printpladens sider. Hvordan skal ledningen fgres,
nar der gnskes sé kort en ledning som muligt?

e

En brugbar fremgangsmade er at starte med at inddele pladen i et tilstrekkelig
fintmasket net. Vi identificerer kvadraterne i nettet med punkter i en graf, og der er kanter
imellem dem, hvis kvadraterne stgder op mod hinanden. Det er nu helt ligetil at indlegge
afstande fra A som vist pa figuren, og nir man nar B, har man samtidig lgst problemet, idet
man blot skal valge en vej, s& at man hele tiden gér til hgjere afstandsklasse.

2[212

211D -
1 2

1 H2

41 A L

1 1

S EIAEES

Eksemplet kan maske umiddelbart se trivielt ud, men det var jo ogsé lavet som et
overskueligt eksempel. Hvad det gerne skulle antyde — og hvad der faktisk passer — er at
grafteori har faet et meget stort anvendelsesomréde i forbindelse med algoritmer til 1@sning
af praktiske problemer, som maske ikke i sig selv ser indviklede ud, men som sandelig
bliver det, nér stgrrelsen af problemet vokser tilstreekkelig meget.

imidlertid flere hundrede sider tekst og kreever timevis af kgrsel pa maskine, sa det
er ikke helt let at ga til - og checke.
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5. Grader af sammenhang i grafer

Det centrale i formuleringen af et eller andet problem i grafteoretiske termer er
som regel studiet af, hvorledes punkterne i grafen “h@nger sammen”, Igst sagt hvor
mange forskellige mader man kan komme fra det ene til det andet punkt i grafen
pa.

Vi har allerede set en del til sammenhangende grafer. Vi har ogsa noteret os,
at en graf, der ikke er sammenha@ngende, kan omfattes som sammensat af sammen-
hengende delgrafer. Vi kalder disse for grafens sammenhengskomponenter. Vi
kan alternativt beskrive grafens grad af sammenhang ved at se pa, hvor meget der
skal fjernes fgr vi far en sammenhangende graf.

For at diskutere de to betragtningsmader lidt mere pracist vil vi indfgre
henholdsvis punkt- og kantsnit: Lad G = (V, E) vere en graf; en delmangde
W af V kaldes et punktsnit i G hvis der er mindst én sammenh@ngskomponent
G' = (V',E’) i G séledes at grafen G’ — (W N V') ikke er sammenhangende.
Tilsvarende kaldes en ma&ngde F' C &£ af kanter i GG er et kantsnit hvis der er
mindst én sammenhangskomponent G’ = (V/,E') i Gsdat G' — (FNE&') er
ikke-sammenhangdende.

Vi indfgrer nu tallet x(G) som det mindste tal ¢ for hvilket G har et punktsnit
bestdende af ¢ punkter. Dette er vort fgrste mal for graden af sammenhang,
idet det netop angiver, hvor mange punkter der mé fjernes for at @ndre pa den
sammenh&ngsstruktur (givet ved sammenhangskomponenterne), som grafen var i
besiddelse af.

Den alternative betragtningsmade fas ved at se pa antallet af forskellige veje
mellem to punkter v, og vo. Her vil vi for at opfatte to veje som forskellige kreve,
at de ikke har noget punkt tilfelles bortset fra endepunkterne. To saddanne veje
kaldes disjunkte, og vi kan nu definere o((G) som det stgrste tal s sdledes at der for
ethvert par (v, vy) af punkter i V' findes s parvis disjunkte veje mellem v og vs.

Hvis W er et punktsnit i G, og punkterne v; og vy ligger i forskellige
sammenhangskomponenter i G — W, da ma hver af de o(G) parvis disjunkte
veje mellem v; og vy (i G) indeholde et punkt fra W, hvilket igen betyder, at W
har mindst o(G) elementer. Vi har dermed vist, at

o(G) < w(G);
Der gelder imidlertid et sterkere resultat:

Menger’s seetning: For enhver graf G = (V, E) geelder, at

Beviset for Menger’s s@tning er ikke helt ligetil, men det kan f&s pa en simpel
made ved at bruge den sdkaldte max-flow-min-cut s@tning, som vi viser i naste
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kapitel. Nar de to mal giver samme resultat, kan vi ngjes med et af dem; man
plejer at bruge x(G), som kaldes konnektiviteten af G, og man siger, at G er t-
sammenhangende for ethvert t < x(G).

Vi har i det foregdende arbejdet med punktsnit; vi kunne ogsé alternativt have
interesseret os for kantsnit: Vi skulle da definere tal A(G)) som det mindste ¢ sd at G
har et kantsnit bestdende af ¢ kanter, og tallet 14(G) som det stgrste tal s for hvilket to
punkteri G er forbundet med s parvis kantdisjunkte veje (hvor kantdisjunkt defineres
pé den oplagte made). Menger’s s@tning i kant-udgave siger da, at A\(G) = u(G);
den felles veerdi, der betegnes A(G), kaldes kantkonnektiviteten af G, og G siges
at veere t-sammenhangende for alle ¢t < \(G).

6. Plane grafer

Vi har tidligere n@vnt, at en graf siges at vare plan, hvis den kan tegnes i planet
saledes at intet par af kanter skarer hinanden udenfor punkterne. Plane grafer har
visse direkte anvendelser — og giver start til overvejelser, som fgrer meget lengere.

Eksempel 8.5

Tre huse skal have lagt ledninger til henholdsvis gas, vand og el. Det antages, at ledningerne
ikke ma krydse hinanden (og vi ser bort fra muligheden for at grave dem ned i forskellig
dybde).

Den graf, der opstér, nar vi tegner alle forbindelser mellem de tre huse og de tre
veerker, kan hurtigt identificeres som K3 3, den perfekte todelte graf med to gange tre
punkter. Denne graf kan f.eks. illustreres som vist i figur 12:

. 0y

°

Den illustrerede graf overtreder ganske vist kravet om, at kanter ikke ma skare
hinanden, men det kan jo tenkes, at der er en anden made at legge ledninger p4, sé at det
lykkes.

Et par hurtige forsgg pa at trekke ledninger vil imidlertid overbevise én om, at det
kniber. Hvordan man end starter, ender man med mindst en ledning, der ikke kan komme
igennem til den gnskede modtager uden at skaere en anden. Vi har nu K3 3 sterkt mistenkt
for ikke at vaere plan.

En lidt mere systematisk behandling af problemet om, hvorndr en graf er
plan, gar den anden vej og starter med en plan graf. En region i en plan graf er et
sammenhangende omrade i planen, som bliver tilbage nar grafens kanter og punkter
er fjernet. De punkter og kanter, der stgder op til en region, siges at vere incidente
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med regionen og kaldes dens rand. Grafen i figuren nedenfor har 3 regioner, nemlig
de to trekanter inde i grafen og den ydre, omgivende region.

Vi skal fgrst bruge et par hjelperesultater:

(1) Lad G vere en sammenhangende plan graf med p punkter, q kanter, og v
regioner. Da geelder der

p—q+r=2.

Vi bruger induktion efter ¢. Hvis ¢ = 0 bestar grafen af et eneste punkt, og
der er kun en region, nemlig den ydre, si s@tningen passer.

Antag nu, at resultatet holder, nar ¢ < k£ — 1, og lad G have k kanter. Hvis G
er et tree, ved vi allerede fra setning ?, at p = k + 1, og det er oplagt, at r = 1, sa
p—k+r=(k+1)—k+1=2. Hvis ikke GG er et tree, har GG en cykel; valg en
kant e pd denne, og betragt grafen G — e. Denne graf er ogsd sammenh@ngende,
netop fordi vi fjernede en kant fra en cykel i G

Der er to regioner i G, der er incidente med e (de to sider af e), og disse to
regioner bliver til én i G — e. Derfor har G — e k — 1 kanter og r — 1 regioner, men
samme antal punkter som fgr. Vi bruger nu induktionsantagelsen pa G — e og far

2=p—(k-1)+(r—-1)=p—Fk+1,

hvilket var, hvad vi skulle vise. L]

Resultatet er en klassiker i grafteorien, men har langt ®ldre rgdder (Euler) og
rekker ind 1 en masse anden matematik. Vi kan bruge den til et andet resultat:

Lad G veere en plan graf med p punkter og q kanter, hvor p > 3. Da geelder

q < 3p—6.

Resultatet holder for p = 3, for en graf med 3 punkter kan ikke have mere
end 3 kanter. Vi kan derfor antage, at p > 4. Betragt nu en afbildning i planen,
og betegn antallet af regioner med r. For hver region R bestemmer vi antallet af
kanter i R’s rand, hvorefter vi summer over regioner. Lad N vare summen; da hver
region ma have mindst 3 kanter pa sin rand, har vi N > 3r. Pa den anden side vil vi
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aldrig kunne telle en kant med mere end hgjst to gange, for der er kun to regioner,
for hvilke en given kant optrader pa randen; vi har derfor N < 2q. Ialt far vi

3r < N <2q

eller —r > —2¢/3. Nu bruger vi s@tning 7, som siger os, at

2
p=q—r+22q—§q+2:§+2,

hvoraf vi far det gnskede resultat. ]

Nu har vi et vaerktgj, der kan afslgre det for os, hvis en graf ikke er plan. Vi
skal simpelthen telle punkter og kanter og checke, om sammenha&ngen ovenfor er
opfyldt. Er den ikke det, kan vi godt opgive at afbilde den 1 planen.

Et klassisk eksempel pa en graf, der ikke er plan, er K5, den perfekte graf med
5 punkter. Den har 5 punkter og ligesa mange kanter, som der er par af forskellige
punkter, dvs. (g) = 10 kanter. Imidlertider 3p — 6 =15 — 6 =9 < 10.

Vi kan ogsa, omend knap sa umiddelbart, fa en “lgsning” pa problemet om
de tre huse og tre verker: Grafen K3 3 er ikke plan. Antag nemlig, at den var, og
tegn en plan udgave af den. Vi lader igen /N vaere summen over alle r regioner af
antallet af regionens kanter. Da K3 3 er todelt, har grafen ingen trekanter (overvej!),
sa N > 4r. Padden anden side har vi at IV teller hver kant hgjst to gange,sa N < 2q,
hvor g er antallet af kanter i K3 3, som er lig med 9 (tag den ene af de to mengder i
todelingen; fra hvert af dens tre punkter udgar tre kanter, og dette er netop samtlige
kanter i grafen). Ialt har vi 4r < 18 eller » < 9/2. Bruger vi nu s@tning ? far vi
6 — 9+ r = 2eller r = 5, og det er en modstrid.

Vi har nu to eksempler pé grafer, nemlig K5 og K3 3, som ikke er plane. Den
kan udbygges, idet der selvfglgelig ma gaelde, at en graf, der har enten K75 eller
K3 3 som delgraf, ikke kan vare plan. Men vi mangler stadig en generel regel.
Den viser sig dog at henge ret ngje sammen med, hvad vi allerede har. Vi skal blot
bruge endnu et begreb (alene til dette formal): En underdeling af en graf GG er en
graf opnaet fra G ved at indsatte punkter (af grad 2) pa kanter i G. En graf anses
for en (triviel) underdeling af sig selv.

Det kan vises (men det vil vi ikke ggre), at der gelder folgende (Kuratowski’s
setning):

Kuratowski’s seetning: En graf G er plan hvis og kun hvis G ikke har nogen
delgraf, som er isomorf med en underdeling af K5 eller af K3 3.

7. Litteratur

Grafteori er bade ny og gammel, for de problemer, der behandles, har man diskuteret
i arhundreder, mens der pa den anden side f@rst opstod en samlet, selvstendig
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disciplin omkring drhundredeskiftet. Blandt de internationalt kendte grafteoretikere
fra denne begyndelse er igvrigt den danske matematiker Julius Petersen. En
klassiske leerebog i matematisk grafteori er Harary (1969), og en simpel introduktion
er Chartrand (1985).

Grafteorien har faet en veldig opblomstring i den seneste tid, fordi den indgar
som et uundverligt element i konstruktionen af computer-algoritmer og analysen
af alternative algoritmers fortrin og ulemper. En fremstilling af grafteorien udfra
dette grundsynspunkt kan findes i McHugh (1990).
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KAPITEL 9

Netverk

1. Indledning

I en lang rekke anvendelser optreder grafer som den underliggende struktur i
problemstillingen, men der er foruden grafen ogsa andre data af betydning. Da
grafen ofte symboliserer de mulige méder at flytte sig fra en lokalitet eller tilstand
til en anden, vil den oplagte ekstra information vare data om, hvor meget der kan
flyttes ad hver mulig vej.

Nar information af denne type fgjes til en graf, foreligger der et netveerk.
Der er grund til at kigge lidt n@rmere pa netverk, for der er temmelig mange
gkonomiske problemstillinger, som med fordel lader sig formulere som sadan; ofte
er det endda helt naturligt, at der foreligger netverksproblemer. Hvis det drejer sig
om at forsyne kunder fordelt geografisk over et stgrre omrade med varer ad visse,
givne ruter pa mest hensigtsmassige made, sa er sagen allerede serveret som et
netverksproblem. Dertil kommer — hvad der nok er det afggrende — at der findes
serlige metoder skraeddersyet til netverksproblemer. Egentlig abner disse metoder
ikke fundamentalt nye muligheder, for som regel kunne de problemer, vi behandler,
alternativt vare formuleret som linezr programmering, men de giver en genvej,
som er nyttig, is@r nar problemet far en passende stgrrelse (det sidste kan vi ikke
rigtig nyde, givet at vi under alle omstendigheder ngjes med ret smé problemer,
hvor vor metode ikke virker pafaldende hurtig; men i den stgrre sammenhang er
det en forbedring). Endelig kommer der ogsa nogle biprodukter ud, der i hgjere
grad har teoretisk interesse.

2. Definition af netvark

Ved et (orienteret) netvaerk A forstds en orienteret graf
= (V,E)

med to s&rlige punkter s € V og ¢t € V, kaldt henholdsvis netverkets kilde og
terminal, hvor der til hver kant e er givet et tal c. € R, kapaciteten af e.

Et eksempel pa et netvaerk er vist i figur 1. Hver kant i den orienterede
graf har féet et tal knyttet til sig. Hvis grafen symboliserer mulige veje mellem
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punkterne (der f.eks. kan vare byer), da er kapaciteten et udtryk for den maximale
gennemstrgmning i kanten indenfor et givet tidsrum. Den simpleste fortolkning af
netvaerket er den, der allerede er antydet i betegnelserne. Vi forestiller os, at der er
ophobet en stgrre godsmangde i kilden, og at vi gerne vil have overfgrt s meget
som muligt til terminalen; kapaciteterne af de enkelte kanter angiver, hvor meget
der kan presses dem igennem pr. tidsenhed. Problemet er da at finde en samlet
transportplan, der udnytter alle de kanter, der kan bruges, for at fa flyttet s& meget
som muligt. Hvor meget er det, og hvordan vil transporten faktisk forega?

A 4
9 D
10 3
3 >
S > o 8 o t
B
21
7
o 5 E
C

Figur 1

Dette skal praciseres en smule. Ved en strgm (eng.: flow) i netvarket N/ forstd
en specifikation af, hvad der bevager sig ad hver eneste rute, dvs. langs hver kant,
i netvaerket. Skrevet op bliver dette til en familie f = (f.).cg af tal, hvor indekset
e lgber over alle kanterne 1 netverket, og som opfylder fglgende to betingelser (der
er ganske naturlige, nar fgrst man indser, hvad de udtrykker):

(1) For hvert punkt v i N forskelligt fra s og t, geelder der

Yo fe= D> fe

e=(v,v’) e=(v"’,v)

(dvs. strgmmen ind i punktet v svarer til strgmmen ud af v, der bliver ikke noget
liggende i v);

(2) For hver kant e gelder der, at
0< fe<ce

(strgmmen i en given kant er ikke-negativ og kan ikke overskride kapaciteten).
Den fgrste af betingelserne gar normalt under betegnelsen “flow conservation”
og sikrer, at der ikke bliver noget vaek undervejs: Alt hvad der gar ind i et eller andet
punkt (bortset naturligvis fra terminalen) gar ogsa ud igen. Naturligvis er det ikke
meningen med denne betingelse at postulere, at sddan er alle transportsystemer. Det
kan da udmarket tenkes, at der 1 praktiske anvendelse slgses noget vak undervejs,
men sa er den del af sagen ikke et netverksproblem. Her kan det betale sig at
rendyrke det essentielle, nemlig at finde den stgrst mulige strgm gennem netverket.
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Den anden betingelse er ganske banal. Vi skal sidst i kapitlet fundere lidt pa,
hvad vi kan stille op hvis der er flere restriktioner end disse pa, hvad der kan ga
igennem de enkelte kanter.

For en given strgm, der som navnt kan skrives som f = (f.)ecr, kan vi
angive den samlede m&ngde, som er flyttet fra s til £: Da der ikke bliver noget
liggende undervejs, ma det svare til, hvad der er flyttet ud af s, dvs.

V(f): Z Je — Z fe

e=(s,v’) e=(v",s)

Vi kunne ogsa godt have opgjort V' ( f) som alt det, der sendes ind i ¢, for det bliver jo
det samme pa grund af flow conservation. Der ville endda vere flere andre méader,
som vi skal se senere.

En strgm er maximal hvis dens vardi er stgrst blandt alle mulige strgmme i
det givne netvark. Som det kunne forventes, er det centrale problem 1 dette kapitel
er at finde en maximal strgm i et netveerk. Det vil vi ga i kast med nu, idet vi starter
med nogle mere generelle overvejelser. De ser ikke ud af sa meget, men de er til
hjelp nar vi opstiller den generelle algoritme.

3. Maximale strgmme

Da man jo ikke ved simpel inspektion af et netvaerk kan afggre, om en given strgm
er maximal eller ej, ma der bruges en systematisk metode, en algoritme, og vi skal
i det fglgende beskeaftige os sadanne algoritmer. Der findes flere forskellige, men
ihvertfald de mest brugte er skruet sammen pa et feelles grundlag, og det starter vi
med. Vort fgrste skridt vil vere at se pa, hvornar vi kan finde strgmme med stgrre
vardi end en given strgm.

Lad NV vere et givet netvark, og lad f vere en strgm i /. Det er oplagt, at
hvis der findes en orienteret vej fra s til ¢ — som vi kunne kalde P;; det er blot en
raekke kanter lagt i fortsattelse af hinanden, saledes at orienteringerne passer, hver
kant peger pa starten af den efterfglgende — séledes at strgmmen f. i hver kant e pa
vejen er mindre end kantens kapacitet ¢, da kan vi finde en ny strgm f’ med stgrre
vardi; vi kan nemlig legge

Af =min{c. — f.|le € P1}
til hvert f, for e en kant pa vejen P;, og vi far da
V() =V()+Af.

I denne situation er det altsa temmelig ligetil at forbedre resultatet.
Et tilsvarende tilfzlde af forbedring er det, hvor der findes en orienteret vej
Po fra t til s (altsd en “forkert” rettet vej), hvor f. er positiv for alle kanter e
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pa vejen. Her kan vi forbedre ved at treekke min{ f.|e € Py} fra overalt pa Ps.
Tilfeeldet med den modsat rettede vej er nok ikke det, man tenker fgrst pa, men
der er jo ikke noget i vejen for, at sidanne veje findes i netvarket, og man kan jo
ikke udelukke, at den foregaende chef for netvarkstransporterne har bestemt, at der
skulle transporteres noget den forkerte vej. Sa kan vi straks score billige point pa
at aflyse denne transport i den forkerte retning (det vil igvrigt vise sig, at strgm i
bagudrettede kanter opstér pa helt naturlig og rationel made, sa det drejer sig ikke
om at tgrre op efter andre).

I almindelighed vil vi nok ikke sa ofte stgde pé disse rendyrkede tilfaelde, men
sa kan vi prgve at se pa den blandede udgave af de foregdende: Antag, at der er en
vej (der nu ikke lengere er en orienteret vej, men blot kanter lagt i forlengelse af
hinanden uden hensyn til orientering) P fra s til ¢, hvor der gelder

fe < ce

for de kanter, der er orienterede i retningen fra s mod ¢ (da vejen starter i s og ender
1t,kan vi jo altid afggre om kantens rigtige orientering stemmer med vejens eller
ej), og

Je>0

for de kanter, der er orienteret modsat, dvs. fra ¢ mod s. Ved at bruge samme
overvejelser som for kan vi konstruere en ny strgm f’ med stgrre veerdi end f. Vi
kan nemlig legge

min{c, — fe|e € P, e orienteret fra s til ¢}
til stremmen 1 hver kant, som er orienteret fra s til ¢, og trekke
min{ f.|e € P, e orienteret fra ¢ til s}

fra stremmen 1 de @gvrige kanter. Vi kalder en vej af denne type for forbedrende
(mht. strgmmen f). Vi har med andre ord, at safremt der findes en forbedrende vej
mht. strgmmen f,da er f ikke maximal.

Faktisk har vi nu grundlaget for vor gnskede metode. Vi finder en forbedrende
vej og laver den forbedring, som vejen giver mulighed for. Derefter finde vi en ny
forbedrende vej, osv. Der mangler blot en sikkerhed for, at vi er ferdige, nar der
ikke er nogen forbedrende vej.

Hertil bruges et begreb, som er s@rdeles vigtigt ogsa til meget andet. Det
drejer sig om et sakaldt snit (eng.: cut) i netvaerket, der stort set netop er, hvad det
antyder at veere, nemlig en mur lagt ned gennem netverket, sa at s og nogle punkter
er pa den ene side, ¢ og resten af punkterne pa den anden. Formelt er et snit givet
ved en klassedeling af V' 1 to mengder W og U med s € W ogt € U, idet snittet
er mangden af kanter e = (v1,v2) med v; € W vy € U. Det er praktisk at skrive
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snittet som F = (W, U) (idet det underforstas, at F er alle kanter fra W til U).
Kapaciteten af snittet F er

co(F) = Z Ce.-

e=(v1,v2)EF 1 EW

Lag mearke til, at nar vi udregner kapaciteten af et snit, sa tager vi kun de
kanter med, der gar fra s’s del af snittet og over til den anden del, ikke de kanter,
der gér den anden vej. Det kan se underligt usymmetrisk ud, men det er det ikke.
Hvis vi tenker pa snittet som om s breder sig ud og indlemmer alle punkter i sin
snitmangde, s er kapaciteten naturligt defineret som den samlede godsmangde,
som kan sendes ud af det nye “stor-s”. At der eventuelt ogsa kunne sendes noget
ind, er uinteressant.

Betragt nu en strgm f for hvilken f. = c. for alle e i et snit F = (W, U).
Da en bevagelse fra s til £ ma passere en kant i snittet, og disse kanter allerede er
fuldt belastede (man siger, at kanterne er “mattede”), tyder meget pa, at strgmmen
er maximal. Her skal man imidlertid tage hgjde for orienteringerne; der kan gé
strgm begge veje, og der er naturligvis ingen mening i1 at have en mattet strgm 1
den “forkerte” retning. Vi har dog fglgende lille mellemresultat, som senere viser
sig endog s@rdeles nyttigt:

Hvis f er en strom, F = (W, U) et snit, da er
V(f) < ce(F).

Med andre ord, verdien af en vilkarlig strgm er altid mindre end kapaciteten
af et vilkarligt snit. Tilsyneladende ikke noget at f& andengd over, men se lige,
hvilken konsekvens det har: Hvis man for en given strgm kan finde et snit, for
hvilket der gelder lighedstegn, sa er stremmen maximal, for ingen strgm kan have
stgrre verdi en denne kapacitet!

Beviset for dette resultat gar som fglger: Vi starter med en helt ny made at
opggre vaerdien af f pa, nemlig

V(f): Z fe_ Z fe-

ecF ecF
e s-t-orienteret e t-s-orienteret
Hvis vi nemlig opggr stremmen ind og ud af hvert punkt i V' og derefter legger
sammen, dels over W og dels over V, vil alle kanter internt i W eller U, altsa
alle panar dem, der forbinder W og U, optrade to gange med hvert sit fortegn og
dermed nette ud.

Benyttes dette i den foreliggende situation, har vi

V(f)é Z fezc(f)a

ec _7:
e s-t-orienteret
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som giver den gnskede ulighed. 0

4. Maximal strgm algoritmen

Hermed er den f@rste algoritme for beregning af maximal strgm i et netvaerk klar
til brug. Algoritmen gar kort fortalt som fglger:

Data: Etnetverk N = (V, E,s,t,(c.))

Trin 1: Vealg en strgm f, f.eks. strgmmen med f. = 0 alle e og
st initialverdien til V()

Trin 2: Undersgg om der findes en forbedrende vej. Hvis der ggr
det, @ndres f til ny strgm med stgrre verdi. Hvis der ikke
findes en forbedrende vej, stoppes.

Resultat: Strgmmen f.

Her er trin 2 en Igkke i algoritmen, saledes at trinnet gentages, sa lenge
betingelsen (der findes en forbedrende vej) er opfyldt.

Indtil videre har vi med algoritmen ovenfor kun givet en anvisning pa en reekke
beregninger, der skal gennemfgres. Vi mangler at argumentere for, at algoritmen
forer til det, vi gnsker, nemlig en maximal strgm. Vi har heller ikke umiddelbart
nogen viden om, hvorvidt algoritmen overhovedet standser. Disse ting ma vi se
n@rmere pa.

Der startes med fglgende:

Lad f veere en strom i et netveerk N'. Hvis der ikke findes nogen forbedrende
vej mht. f, da er f maximal, og veerdien af f er lig med kapaciteten af et minimalt

sniti N .

Antag at f er maximal, og lad W vere alle punkter v sdledes at der findes en
forbedrende vej fra s til p. Da f er maximal, ved vi at ¢ ikke er i W. Vi betegner
meangden V\W med U. F = (W, U) er et snit i netvaerket.

Vi har nu, at enhver kant e som begynder i W og ender i U er mattet, dvs. har
fe = ce. Hvis det ikke var tilfaeldet, kunne vi nemlig finde en kant e = (v, v2)
med v; € W oguvy € U sad f, < c.. Dader findes en forbedrende vej fra s til vq
(sadan er W defineret), kan vi fortsette den til en forbedrende vej fra s til vo; det
strider mod, at der ikke er nogen forbedrende vej fra s til et punkti U.

Vi har ogsa, at f. = 0 for enhver kant, der gar fra U til W. I modsast fald
matte der vere en vej e = (v1,v2) med v; € U, vy € W,sdat fo > 0. Da der
findes en forbedrende vej fra s til vs, ville denne kunne udvides til en forbedrende
vej fra s til v, en modstrid.

Vihar, at V( f) er summen af stremmene i kanterne fra 17 til U minus summen
af stremmene fra U til W. Men de sidste har alle strammen 0, og de fgrste er ngjagtig
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lig kapaciteterne. Med andre ord har vi, at

Bruges nu resultatet fra forrige afsnit, ser vi, at f ma vare en maximal strgm og F
et minimalt snit. [

Det er nu vist, at resultatet af algoritmen er det, vi leder efter. Det er ogsa
let at se, at algoritmen ikke kan vare ubegranset lenge, hvis alle kapaciteter er
heltallige, for strgmmens verdi gges med mindst 1 ved hvert gennemlgb af trin 2,
indtil den har néet sit maximum; det vil ske efter hgjest ¢(F) gennemlgb, hvor F
er et minimalt snit.

Hovedresultatet af det foregdende er sammenh@ngen mellem maximal strgm
og minimalt snit. Det fglger helt umiddelbart af vort sidste hjelperesultat.

Vi kan nu formulere konklusionerne af det foregaende som fglger:

Max-flow-min-cut sceetningen: 1 ethvert netveerk er veerdien af en maximal
strom lig med kapaciteten af et minimalt snit.

Sa vidt, sa godt. Der mangler imidlertid noget i vor algoritme, for der henvises
blot til, at der skal findes en forbedrende vej. Vi ved endnu ikke, hvordan man
finder en sadan.

Hertil bruges en sakaldt markeringsproces. Ved at markere punkterne i
netverket med par (v, ), hvor v er enten et punkt eller tallet 0, og r er et tal,
eventuelt oo, og @®ndre disse markeringer systematisk, kan vi sgge frem til en
forbedrende vej, safremt der er nogen.

S@geprocessen er som fglger:

1. Start med at markere s med (0, ).

2. Hvis e = (v, w) er en umettet kant (hvor strgmmen er
mindre end kapaciteten) og v er markeret med (v, r), da
kan w markeres med (v, min{r,c. — f.}).

3. Hvis e = (v, w) er en kant med f. > 0, og w er markeret
(v',7), da kan v markeres (w, min{r, f.}).

4. Der stoppes hvis der ikke er flere punkter at markere.
Man kan nu bruge markeringerne til at bestemme en forbedrende ve;j:

Mceengden af markerede punkter svarer netop til de punkter v, for hvilke der
findes en forbedrende vej fra s til v.

Hvis v er markeret, findes der pr. konstruktion en forbedrende vej fra s til v,
idet markeringens fgrste koordinat i hvert punkt angiver det punkt, som man skal
ga tilbage til mod s. Tilsvarende vil anden koordinat af markeringen i v angive den
vardiforggelse af strgmmen, som man kan fa ved at bruge den forbedrendee vej.
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Antag omvendt, at der findes en forbedrende vej fra s til v. Da vil ethvert
punkt pa denne vej kunne markeres, saledes at ogsa v vil blive markeret. Der kan
godt blive markeret andre punkter, men markeringsprocessen vil ikke standse, f@r
alle punkter pa vejen fra s til v er markeret. L]

Algoritmen fra fgr skal dermed blot udbygges med markeringsprocessen,
hvorved den samlede procedure bliver som fglger: Der startes med en strgm O.
Derefter markeres punkterne; hvis markeringen inkluderer ¢, er der en forbedrende
vej, og en sddan kan nu findes ved at ga baglens ifglge anvisningerne fra
markeringens f@rste koordinat. Vardien af tilvaeksten i strgm fremgar af anden
koordinat i ¢’s markering. Kanterne kan nu opdateres for den reviderede strgm, og
der startes forfra med en ny markering.

5. Edmonds-Karp algoritmen

Proceduren udviklet ovenfor ender med det rigtige resultat, hvis den overhovedet
ender. Det ggr den, nér alle kapaciteterne er heltallige (og i sa fald er vaerdien af
den maximale strgm igvrigt ogsa heltallig). Dette kan uden videre udvides til ogsé
at geelde, nar alle kapaciteter er rationale tal, for dem kan vi jo ggre til hele tal ved
at gange med deres falles n@vner.

Derimod er det mere tricky, hvis der er irrationale kapaciteter. Faktisk kan man
komme ud for, at algoritmen slet ikke standser, og at de beregnede veardier ikke gar
mod den maximale strgm. I sig selv er forekomsten af irrationale kapaciteter noget,
man kan tage med ro, for ved enhver beregning matte man alligevel tilnerme dem
med rationale. Det bagvedliggende problem er dog, at algoritmen i nogle situationer
er meget langsom. Det kan der rades bod pa.

Den metode til at finde maximale strgmme, som vi har betragtet i foregdende
afsnit, bestar af to trin, nemlig

(1) bestemmelse af en forbedrende vej,

(2) forbedring af den givne strgm pa grundlag af den forbedrende vej.

For at undgd, at man i en vis forstand kgrer i ring, vil vi fgje en detalje til,
som sikrer kortest forbedrende vej; med denne tilfgjelse kaldes proceduren for
Edmonds-Karp algoritmen (Edmonds & Karp, 1972).

For at vi kan fa gavn af at vaelge korteste forbedrende vej, ma vi have en metode
til at sikre, at markeringsprocessen giver denne korteste vej. Det viser sig at vere
ret simpelt forudsat at der markeres pa den rigtige made:

Vi siger, at punktet v i netveerket behandles, nar samtlige punktet v, som kan
markeres fra v, bliver markeret. Vi har da fglgende resultat:

Hvis markeringen udfpres saledes, at hvis v er markeret for v', da behandles
v for v', sa vil markeringen resultere i en korteste forbedrende vej.

Der startes med at behandle s; derved markeres By af punkter v i netvaerket
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for hvilke l&ngden af korteste forbedrendee vej fra s til v netop er 1.

I nzeste skridt behandles hvert af punkterne v € By, hvilket fgrer til markering
af maengden B, af punkter v’ for hvilke leengden af korteste forbedrendeforbedrende
vej fra s til v’ er 2. Dernast behandles hvert af punkterne i B, ferende til markering
af punkter i m@ngden Bs, og sa fremdeles, indtil punktet ¢ markeres. U

Vi har hermed en algoritme til bestemmelse af maximal strgm i netvaerk.
Hvordan man praktisk arrangerer sig med markeringsproceduren, ser vi pa i n@ste
afsnit.

En anden made at betragte hele problemet (og en, der svarer mere til
betragtningsmaden i kapitel 3) er denne: Antag at punkterne i netverket num-
mereres med ¢ = 1,2,...,m, hvor s har nummeret 1 og ¢ nummeret m, og at
kanterne nummereres j = 1,2, ..., n. Vi indfgrer ogsa netvarkets incidensmatrix
A = (aij)it;_, givet ved

—1 hvis kant j ender 1 punkt ¢

1 hvis kant 5 begynder i punkt 7
= {
0  hvis kant 5 ikke er incident med punkt 7

og vi kan nu skrive vort maximal-strgm problem som

max V
under bibetingelserne
fi V
f 0
Al =]
fn -V
fj SCj, jzl,...,n
fi =0

Her er fgrste og sidste af ligningerne skrevet pa matrixform betingelserne om at der
skal ga en samlet strgm pa V ud af s og ind i ¢; de @gvrige betingelser siger, at der
skal ga lige meget ind og ud af de gvrige punkter.

Vi ser, at maximal-strgm problemet faktisk lader sig formulere som et LP-
problem (med variable (f1,..., f,) og V. Dermed er der ogsé en lgsningsmetode,
nemlig f.eks. simplex-metoden for LP-problemer. Néar vi i det foregdende har
betragtet en serlig algoritme, er det fordi den er hurtigere, idet den udnytter den
s@rlige struktur ved LP-problemet ovenfor. Denne s@rlige struktur skyldes isaer
matricen A, der dels har alle elementer fra mengden {—1, 0, 1}, dels har den ekstra
egenskab, at summen af elementerne i enhver sgjle er O, fordi enhver kant starter i
ét punkt, ender i et andet, og slet ikke er incident med de gvrige punkter.

Det er ogsa denne s@rlige struktur, der ggr at LP-problemet ovenfor har en
ekstra egenskab, som LP-problemer normalt ikke har, nemlig at hvis alle ¢; er
heltallige, da har problemet en heltallig l@gsning.
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6. Markeringsprocessen

I gennemgangen af Edmonds-Karp algoritmen blev det sagt, at metoden til at finde
forbedrende veje var en sggning i1 grafen, som ligger til grund for det givne netverk,
idet man sgger fra s ved “bredde-fgrst”. Det betyder, at man inddeler punkterne i
afstandsklasser. Man markerer sa fgrst fra s til punkter i afstand 1, der nummereres
i den orden, som de nas i. Denne nummerorden holder man s, nar man gér til den
naste afstandsklasse, og sa fremdeles.

Markeringen kan laves direkte i netverket angivet som graf, eller den kan laves
nar netvarket representeres ved en matrix.

Eksempel 9.1

I dette forholdsvis banale netvark er det ikke svert umiddelbart at inds@tte den maximale
strgm, men det er ikke pointen. Vi gnsker her at angive systematikken i markeringsproce-
duren.

Vi starter med nulstrgmmen og begynder at markere fra s. Herfra kan vi markere A
med (s, 2) (kanten kommer fra s og der kan sendes 2 igennem den). Tilsvarende kan vi
markere B med (s, 1) (bredde fgrst!).

Sé& markeres der videre, fgrst fra A, der var den fgrst markerede i sidste rundte. Fra A
kan vi markere ¢ med (A, 1) (dererenkant fra A, den har pladstil 1, 0g vi har mindst 1 (nem-
lig 2) markeret i A). Nu er der en forbedrende vej, og der opdateres med 1 fra s over A til ¢.

S \ ’ (A1)

(s,1)

Vi starter pd en ny markeringsrunde. Fra s kan vi igen markere til A, men nu kun
med (s, 1), 0g vi kan markere i B med (s, 1). I naste skridt markerer vi fra A, men kanten
til ¢ er allerede meettet, sd den kan vi ikke gé ad, og kanten til B er uinteressant, for der er
jo allerede markeret i B. S& markerer vi fra B og der rammer vi ¢t med (B, 1) (der var 1
i1 B, og kanten kan kun have 2). Nu har vi en ny forbedrende vej fra s over B til £, og vi
opdaterer med 1.
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Eksempel 9.1, fortsat
A

.

(s.1) .
s © .
(571/ (B.1)
B

Den tredie markeringsrunde starter med markering til A som tidligere. Vi kan nu
ikke lengere markere til B for kanten er mattet. Men sd gér vi til naste runde, og her kan
der markeres i B med (A, 1). I neste runde far vi markeret i ¢ med (B, 1) (der var 1 i B
og kanten havde ledig kapacitet pa 1). Der kan nu opdateres.

A
t (D

t

S o L]
/ B.1)
AL c

B

Sa prgver vi fjerde markeringsrunde: Den kgrer tyndt fra starten, idet vi ikke kan
markere til nogetsomhelst fra s. Dette forteller os for det fgrste, at vi har en maximal strgm
(hvis verdi altsd er 3). Men der kan trekkes lidt mere information ud: Alle de punkter, der
kan nas fra s (i dette tilfelde altsa s selv og ikke andre) giver os et minimalt snit (nér vi
tager komplementet som den anden af de to mangder, der definerer snittet).

S simpelt behgver det ikke at g&. Vi skal nedenfor se et eksempel pa et netvaerk,
som i sig selv er simpelt nok, men hvor bade markeringsproceduren og det minimale snit
er mere komplicerede.

Alternativt kunne markeringerne vare sket pa tabelform. Fgrst skriver vi netvarket
op som en tabel:

A
S 2
A _
B

t

— | — | T

Markeringen kan ske ved at tilfgje en ny linie til tabellen nedenfor. I denne linie skrives
markeringerne pa de respektive pladser, idet man starter i tabellen ovenfor ved linien fra
s og sgger at fa fyldt den nye linie ud; nér og hvis ¢-pladsen bliver fyldt ud, har man en
forbedrende vej, og tabellen opdateres ved at der skrives strgmme ind pa de respektive
pladser.

Fgrste markering bliver derved reprasenteret ved linien

| 2 | D) | 4D |

og der opdateres hvorefter naste markering har formen

] D | D) | (B |
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Eksempel 9.1, fortsat

Herefter far vi en markering pa formen

| s | Ay | B |

Som tidligere har vi nu, at et nyt forsgg pa at markere gar i vasken, og vi har en maximal
strgm. Som navnt har vi samtidig fundet et minimalt snit. Det er igvrigt ikke sa
overraskende, at vi finder disse ting samtidig, det ggr man jo normaltilinear programmering.
Eksemplet var forholdsvis simpelt og tager ikke fuldt hgjde for alle de besvarlighe-
der, man kan komme ud for. Specielt kan man risikere at skulle markere ved at gd i modsat
retning af en kant, hvor der i forvejen er strgm. Det ser vi et eksempel pa senere; det
foreliggende eksempel, som ihvertfald er let at overskue, fanger metoden i hovedtraek.

Vi har nu fundet ud af, hvorledes man finder forbedrende veje og opdaterer,
nir man i sggeprocessen ikke kommer ud for at bruge modsat orienterede kanter.
Det kan man imidlertid godt risikere, og derfor ma vi se lidt n@rmere pa denne
komplikation.

Eksempel 9.2

Betragt netvaerket givet nedenfor; det er igen ikke si svert umiddelbart at aflese, at den
maximale strgm er 2, men pointen er ikke den konkrete lgsning, men metoden til at finde den.
Vikan jo sagtens komme ud for mere komplicerede netverk, hvor det ikke umiddelbart kan

B D

afleses.

Starter vi en s@dvanlig lgsningsproces, skal vi begynde med O-strgmmen og finde forbe-
drende veje ved markeringsproceduren. Den fgrste forbedrende vej er der ikke noget besvaer
med, den finder vi ved at markere forst fra s, dernaest videre fra A til C' og D, og sa fra C'til
t,hvormed den forbedrende vej er en realitet. Der kan bringes 1 igennem, og der opdateres i

A C
| \.t
B D

netvarket.

Sa gar vi i gang med den na@ste markeringsrunde. Vi kan fra s kun markere til B, for
kanten til A er mattet. Fra B kan vi kun komme til C, og fra C kan vi ikke komme videre
til ¢, for denne kant er ogsa mattet.

Tilsyneladende kan der ikke markeres igennem til ¢, og s& skulle strgmmen vere
optimal, men det ved vi jo fra en umiddelbar betragtning, at den ikke er. Altsd ma et eller
andet vare i vejen.
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Eksempel 9.2, fortsat

Sagen er, at vi kan markere fra C' til A mod kantens retning; der gar nemlig en
strem 1 langs kanten fra A til C, vi kan bringe 1 frem til C, og s& siger den
generelle forskrift, at vi kan markere i A med (C,1). Fra A kan vi s& komme videre
til D, og fra D til ¢, hvormed vi har en forbedrende vej. Den er angivet neden-

A C
| /. ‘
B D

for:

Der opdateres ved at vi tilfgjer 1 i de kanter, hvor retningen er fra s til ¢ og der reduceres
med 1 (dvs. fra 1 til 0) i den kant, hvor stremmen er modsat. Det ses let, at vi nu har
maximal strgm, for der kan simpelthen ikke markeres ud af s (det minimale snit er altsd
parret ({s}, {A, B, C, D, t})).

Intuitionen bag denne sidste forbedrende vej er, at vi blev ngdt til at omdirigere
strgmmen fra A til C for at fa fgrt en ekstra enhed frem. Omdirigering af en allerede
indlagt strgm udfgres teknisk ved bevagelser mod kantens orientering i den forbedrende
vej. Man kan i det konkrete eksempel godt se, at vi havde undgdet denne omdirigering,
hvis vi f.eks. systematisk havde startet markeringerne nedefra (dvs. B fgr A), men det er
jo en efterrationalisering; nar vi star ved starten af algoritmen og har et tilpas kompliceret
netveerk, kan man ikke gennemskue tingene pa den méde, og derfor er man ngdt til at holde
muligheden for at g mod orienteringen aben.

Det kan med nogen ret havdes, at det er besverligt at holde styr pa baglens
bevagelser af den type, vi har set ovenfor. Det kan maske endda gé, nar netvaerket
er givet ved sin plane repraesentation (eller, sagt med jevne ord, tegnet pa et stykke
papir som i eksemplet ovenfor), men hvis det er given ved en matrix, sa er det
temmelig overskueligt (selvom det godt kan lade sig ggre, nar man holder tungen
lige i munden). Det er vasentlig mere ligetil at markere i kanternes retning, s
derfor vil vi angive en metode, der udelukkende benytter markering fremad.

Da man ikke kan undvare baglens markering, ma proceduren ga ud pé at
erstatte netvaerket af et andet (men selvfglgelig et, som er sa tat knyttet til det
oprindelige, at der ikke gar noget galt ved det). Vi kalder dette hjelpenetvaerk
for residualgrafen; ved start er det lig med netvarket selv, men det opdateres
systematisk efter hver forbedrende vej. Systematikken er folgende: Hvis den
forbedrende vej har en vis strgm i en kant, sa ggr man to ting:

(1) kapaciteten reduceres med denne strgm (hvis kapaciteten derved bliver
0, fjernes kanten), og

(i1) der tilfgjes modsat rettet kant med strgmmen som kapacitet (og hvis der
var sadan en i forvejen, sd gges kapaciteten med strgmmens stgrrelse).
Den naste forbedrende vej findes nu i residualgrafen, og denne opdateres,
og s fremdeles.
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Eksempel 9.3

Lad os se eksemplet ovenfor lavet med residualgraf. Ved starten er det netverket selv. Sé&
finder vi den forbedrende vej ligesom f@r. Men nu opdateres der i overensstemmelse med
forskriften ovenfor. Den nye residualgraf har vi her:

De buede kanter er tilfgjede, og kapaciteterne er sat pa i overensstemmelse med forskriften.
Der markeres nu (kun fremad!) i residualgrafen; det er let at se, at man fir samme forbe-
drende vej som fgr. Ved opdateringen forsvinder den kunstige kant fra C til A (kapaciteten
reduceres jo til 0) og der tilfgjes 1 til kapaciteten pa den modsat rettede kant, s& den kommer
tilbage til de oprindelige 7. Tilsvarende ved de gvrige kanter. Ialt fas den nye residualgraf
som vist nedenfor. Det er igen let at se, at der ikke kan laves flere forbedrende veje; man
kan slet ikke komme ud af s.

Det er maske ikke oplagt, at denne metode er mere bekvem til at holde gje med omvent
orienterede kanter end den direkte metode. Fordelen kommer faktisk klarest frem, nar man
betragter markeringsprocessen pé tabelform. Sé det ggr vi.

Netvearket fra fgr kan skrives op som tabel sdledes som vist nedenfor; det er samtidig
residualgrafen i fgrste markering.

s|A|B|C|D|t
S 111
A 713
B 5
c 1
D 1
t

Fgrste markering er som tidligere, for nar man starter med nulstrgmmen, kan det alligevel
aldrig komme pé tale at markere mod orienteringen. Markeringen bliver dermed til:

s A B c D t
(s,1) | (5,1) | (A, 1) | (A, 1) | (C,1)

Der skal sa opdateres, og det sker som tidligere ved at indfgre den faktiske strgm i den
rubrik, som svarer til en kant, gverst til venstre.
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Eksempel 9.3, fortsat

Men vi ggr mere end det: Vi tager den symmetrisk beliggende kant, og i den indfgjer vi
strgmmen gverst til Agjre. Feks. skal vi i C-rekke og A-sgjle skrive et 1 gverst til hgjre
(og tilsvarende i A-reekke, s-sgjle, og i t-rekke, C-sgjle). Hvis der i forvejen stod noget,
@ndres det op eller ned med den nye opdatering.

Vor tabel kommer herefter til at se saledes ud:

s A B C D t
1
S 1 1
1 1
A 6 3
B 5
1 1
C 1
D 1
1

t

Vi kan nu starte forfra med at markere i den opdaterede tabel, idet vi regner tallene i gverste
hgjre hjgrne (= kapaciteter pa nye kunstige kanter) med. Der startes med at markere fra
s til B, idet der ikke kan markeres langs kanten til A, som er mattet. S& gar vi videre:
A-reekken kan ikke bruges, for vi fik jo ikke fgrt noget frem til A fra s. Sa gar vi til B-
rekken, hvor der kan markeres i C'. Dernzst gar vi videre: i C-reekken kan vi markere til A
langs den nye kunstige kant, men sa heller ikke andet. Vi kan ikke bruge D-rekken, da D
ikke er markeret endnu, og heller ikke ¢-reekken. Sa vender vi bgtten og starter forfra med
s-rekken. Den giver ikke noget nyt, men nar vi derefter gér til A-reekken, kan vi markere
i D. Vi fortsatter ned over reekkerne, der ikke giver noget, for vi kommer til D, men sé er
den der til gengald ogsa. Ialt ser vore markeringer saledes ud:

s A B C D t
(C,1) | (s,1) | (B,1) | (A,1) | (D,1)

Fra denne markering kan vi genskabe den forbedrende vej, idet vi starter bagfra: Vi ndede
t fra D. Et blik i D-sgjlen fortaller os, at vi kom dertil fra A, og i A-sgjlen stér, at vi kom
til A fra C. C' ndede vi fra B, hvortil vi kom fra s. Der star ogsa at l&se, at der kan sendes
1 igennem. Tabellen skal derfor opdateres med 1, hvad der fgrer til nye posteringer i en
rekke felter ifglge reglerne ovenfor. I feltet svarende til en kant fra C' til A kommer der en
strgm pa 1, hvilket skrives ved at nedjustere tallet i hgjre hjgrne tilsvarende, dvs. til 0, og
sd kan vi lige s& godt lade vere at skrive det. lalt far vi derfor fglgende tabel

s A B C D t
1 1
S 1 1
1 1
A 7 2
1 1
B 4
1 1
C 1
1 1
D 1
1 1
t
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Eksempel 9.3, fortsat

Neste markeringsrunde gér i std allerede fra starten; der kan ikke markeres ud af s, og
dermed er der ikke noget at markere videre fra. Som altid kan vi finde s-mangden i det
optimale snit ved til s at fgje alle de punkter, der kan markeres. Dem var der ingen af, sa vi
ser (igen), at snittet er ({s}, {A, B,C, D, t}).

7. Dinic’s algoritme

Det blev n®vnt i gennemgangen af Edmonds-Karp algoritmen, at den sarlige
forskrift om reekkefglgen af afsggning i markeringsproceduren sikrer. at algoritmen
finder en maximal strgm i lgbet af et antal beregningsskridt, som ikke overstiger
m?, hvor m er antallet af punkter i netvaerket. Det lyder maske af meget, men set i
lyset af, hvor meget arbejde der er med f.eks. generelle heltalsproblemer, sé er det
faktisk et tegn pa, at vi har at ggre med en ret veltrimmet algoritme.

Ikke desto mindre kan man jo altid gnske, at tingene forlgber noget hurtigere,
og det kan man faktisk ogsa opna. Der findes flere forbedringer af Edmonds-Karp
algoritmen, og den, som vi vil kigge n@rmere pa, benytter stort set samme metode.
Det drejer sig om Dinic’s algoritme, som sikrer lgsning i hgjest m* skridt, idet man
kan sld en rekke forbedrende veje sammen i én felles forbedring.

Metoden ggr brug af afstandsklasser, som vi kiggede lidt pa i kapitel 6. Ved at
holde gje med afstanden fra s, nar vi markerer, kan vi ved én og samme markering
fange alle forbedrende veje af en vis lengde. Vi gér systematisk frem og finder alle
de forbedringer, som har kortest mulig afstand. Dermed stiger afstanden hele tiden,
og da der hgjest kan vere afstanden m, har vi en greense pa antal skridt. Eneste
ulempe er, at vi skal vare lidt mere omhyggelige for at fange samtlige forbedrende
veje af en given lengde ved en og samme markering.

Eksempel 9.4
Vi viser Dinic’s algoritme ved et eksempel:
A 8 D
. ]
11
5 4
3
B
6 4 YE 5
s 1 t
6 > 3
5
\
s @ I
C 4 F

Vi starter som s@&dvanlig med nulstrgmmen i netvaerket. Derefter indlegger vi
afstandsklasser, hvilket kan ggres ved at markere stort set pd samme méde som tidligere,
blot behgver vi ikke holde styr p& andet end afstanden fra s.
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Eksempel 9.4, fortsat

I fgrste omgang markeres A, B og C' med 1; derefter kan vi markere videre fra A til D,
som fér 2, og tilsvarende fra B til E og fra C'til F'. Endelig kan ¢ nu markeres med 3. Hvis
der, nar vi kommer til ¢, er punkter, som ikke er markeret, ser vi bort fra dem i det fglgende,
ligesom kanter, der gar mellem andet end to efterfglgende afstandsklasser, negligeres. Det
resulterende netvark er fglgende:

Nu skal vi have fundet en maximal strgm bestdende af forbedrende veje med afstand
3. Det ggr vi pa fglgende made: Fgrst noterer vi for hvert punkt den maximale gennemiph,
og det finder vi pa fglgende méde: Vi tager alle kanter mellem punktet og den foregéende
afstandsklasse, og for hver finder vi nyttekapaciteten som forskel mellem kapacitet og faktisk
strgm, hvis kanten peger ind i punktet, og faktisk strgm hvis den peger ud. Summen af
disse er kantens inputkapacitet, tilsvarende finder vi outputkapaciteten, idet vi nu blot bruger
kanter mellem punktet og den fglgende afstandsklasse; nu er gennemlgbet det mindste af
input- og outputkapaciteterne.

Nar vi har fundet gennemlgb for alle punkter, kan vi gé igang med at s&tte strgm pa.
Vi veelger et punkt med minimalt gennemlgb. Sa finder vi en forbedrende vej fra punktet
til ¢ og fra s til punktet. Der opdateres med den strgm, som nu er tildelt, og proceduren
gentages indtil netvarket er blevet usammenhangende.

I eksemplet ser vi, at det minimale gennemlgb er 4, som realiseres i punkterne B
og F'. Vi velger B og sender 4 til ¢ via E; klart nok skal de fire komme fra s. Vi kan
sa fjerne punktet B og kanterne til og fra B (generelt fjernes alle punkter med gennemlgb
0 og de kanter, der fgrer til og fra sddanne), og vi kan ga videre. Nu er gennemlgbet i £
det mindste, nemlig 1 (inputkapaciteten er 7, outputkapaciteten 1, idet de oprindelige 5 er
reduceret med strgmmen 4). Vi s@tter strgm 1 fra E til £ og lader den komme fra s over C
til £/. S& gar vi videre til puntet F' som nu har lavest gennemlgb 4, hvilket giver strgm 4 fra
s over C' over F'til ¢, og endelig skal der en strgm 5 gennem A, nemlig fra s og via D til
t. Dermed er der slet ingen punkter tilbage mellem s og t s netvaerket er klart nok blevet
usammenh@ngende.

Vi er nu ferdig med fgrste runde og skal opdatere vort oprindelige netvark.
Strgmmene har vi fundet undervejs, men vi skal ogsa lave en ny residualgraf, der far
fglgende form:
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Eksempel 9.4, fortsat

Fra denne kan vi fgrst finde afstandsklasser og kanter imellem disse, og det giver os fglgende
netvaerk:

Her er det let at se, hvorledes der kan laves forbedring, men det sikreste er jo at
fglge den standardiserede fremgangsmade. Det betyder, at vi skal vaelge C' med laveste
gennemlgb 1; derved far vi strgm 1 fra s over C, E og F'til t, og den nedre del forsvinder.
Det nye minimum 3 nds i A, og det giver strgm 3 pé oplagt made.

Dinic’s metode benytter, som vi sa, ikke forbedrende veje, men forbedrer hele
delnetverk ad gangen. Disse er konstruerede sddan, at der kun er kanter mellem
en afstandsklasse og dens umiddelbare forgenger og efterfglger. Det er denne
egenskab, der sikrer, at man kan finde maximal strgm ved at opsgge punkter med
minimalt gennemlgb; det gar ikke for et vilkarligt netvaerk.

8. Parring 1 grafer

Som et biprodukt af vore overvejelser omkring maximal-strgm algoritmen fik
vi den bergmte max-flow-min-cut s@tning; den har vi endnu ikke rigtig brugt
til noget, og det kan give en forkert opfattelse af dens betydning, for den har
mange anvendelser. Egentlig er det en udgave af de generelle dualitetsresultater for
optimeringsproblemer, med alt hvad deraf fglger.

Vi skal se pé et par anvendelser, der ikke er umiddelbart operationsanalytiske,
men som pa sin side finder anvendelse i andre, og mere praktisk orienterede
problemer.

Det fgrste har at ggre med parring (eng.: matching) i grafer. Givet en graf
I' = (V, E); en parring i I er en mangde M af kanter i grafen, séledes at ethvert
punkti V erincident med hgjest én kant i M. Endepunkterne af en kant i M kaldes
parrede. Vi siger, at M er maximal hvis der ikke er nogen parring med stgrre antal
kanter end M, og perfekt hvis alle punkter 1 V' er parrede.

En overdekning i en graf er en maengde C af punkter i V' saledes at enhver
kant i F er incident med mindst ét punkt i C. Vi har da fglgende resultat:
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Lad M veere en parring i I" og C en overdewkning. Da geelder

M| <|C|.

For hvert e € M ma mindst et af endepunkterne tilhgre C. Da ingen af disse
endepunkter kan optreede mere end en gang, nar e gennemlgber M, har vi resultatet.
O

Det generelle problem om at finde maximale eller perfekte parringer er
temmelig kompliceret; her ngjes vi at se pa parringer i fodelte grafer, hvor
punktmangden V' kan opdeles i V; og V5 séledes at enhver kant forbinder et punkt
1Vy medetiVs.

Til en todelt graf T" vil vi knytte et netvaerk N pé fglgende méde: Vi orienterer
hver kant i I' ved at lade dem ga fra V; til V. De far kapacitet oo (eller et tilpas
stort tal K). Vi tilfgjer et nyt punkt s og en kant (s, v1) for hvert punkt i V7, samt et
nyt punkt ¢ og en kant (v, t) for hvert punkt vy € V5. Disse sidste kanter far alle
kapaciteten 1. Denne konstruktion er vist i figuren.

-

\Y v,

Lad M veare en parring i I'. Svarende til M kan vi lave en strgm f i det
konstruerede netverk ved at s@tte strgmmen i alle kanter fra M til 1, og tilsvarende
ved at lade strgmmen i alle kanter fra s til en punkt 1 V; incident med en kant fra
M vere 1, samt endelig at s@tte strgmmen til 1 for alle kanter fra et punkt i V5
incident med en kant fra M til t. Alle gvrige kanter far strgmmen 0. Vi far, at
V(f) er et heltal; det er igvrigt lig med antallet af kanter i M. Omvendt vil enhver
strgm i netveerket, for hvilket V'(f) er heltallig, kunne identificeres med en parring
i grafen bestéende af ialt V'(f) kanter.

Konklusionen heraf er, at man kan finde en maximal parring 1 en todelt graf
ved at finde en maximal strgm i A/. Med andre ord, man kan bruge Edmonds-
Karp algoritmen (eller en modifikation) heraf, til at finde maximale parringer i
todelte grafer. Men man kan mere endnu; max-flow-min-cut s@tningen giver os en
forbedring af resultatet for todelte grafer, den sdkaldte Konig’s sceetning:
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Konig’s secetning: Lad 1" veere en todelt graf, M en maximal parring i I', og C
en minimal overdeekning i I'. Da geelder

M| =[C].

Vi har fra hjelperesultatet ovenfor, at der altid gelder M| < |C|. Lad
F = (W,U) vare et minimalt snit i netveerket N/ hgrende til grafen. Vi ved,
at vort netveerk har et snit med kapaciteten |V; | (nemlig snittet ({s}, V3 UVo U{t}),
sd hvis tallet K er valgt stgrre end | V7 |, kan det minimale snit ikke indeholde kanter
fra V; til V5 (de har nemlig hver kapacitet K og bare én af dem giver derfor en
stgrre samlet kapacitet). Alle kanter fra W til U er altsd enten en kant fra s til V;
eller en kant fra V5 til ¢.

Tag nu skeringsmangderne W = W NV, og U’ = U N Vy. Vi pastar, at
enhver kant fra V] til V5 ma rgre enten W’ eller U’. I modsat fald matte der vare
en kant fra Vi \W til V5\U, f.eks. fra v; € V; til v € V5. Fra definitionen af det
minimale snit som de punkter, der kan nas ved en forbedrende vej fra s far vi, at v
kan nas ved forbedrende vej, og den ma derfor ligge i W, en modstrid.

Séer vi ved at vere der: Da alle kanter rgrer ved enten W' eller U’,er W/ U U’
en overdekning. Dens stgrrelse kan méles som antal punkter i W’ = antal kanter
fra s til W’ plus antal punkter i U’ = antal kanter fra U’ til ¢, altsd som kapaciteten
af det minimale snit. Men den er jo lig med den maximale strgm, det vil sige det
maximale antal elementer i en parring. L]

Eksempel 9.5

Det kan lette forstaelsen af argumenterne bag Konig’s setning, hvis man bruger den sarlige
fortolkning af parring og overdekning, som allerede er latent i betegnelserne:

Antag at vi har en befolkning V' opdelt i hun- og hankgnsvasener (henholdsvis V1
og V3). At der er en kant mellem punkter fra de to mangder, vil vi fortolke som at de to
personer kommer sammen. Der ses bort fra at personer af samme kgn kan pleje omgang;
vi har at ggre med en todelt graf.

Vi gnsker nu at finde ud af, hvor mange @gteskaber, der kan komme ud af den
foreliggende situation, idet bindingen her er den oplagte, at bigami er forbudt; hver person
ma kun deltage i ét eegteskab. Det er oplagt, at dette svarer til en parring, og vi er nu
interesserede i at fi s& mange @gteskaber som muligt ud af de eksisterende bekendtskaber.

En overdekning far vi, hvis vi gnsker en liste af personer, som skal have tilsendt
en AIDS-pjece, og listen skal vaere si stor, at mindst én deltager i ethvert parforhold,
xgteskabeligt eller ej, skal have féet pjecen. Hvorledes finder vi frem til det mindst mulige
antal pjecer?

Her er et forslag (der fglger slagets gang i Konig’s s@tning). Vi allierer os med
EU’s informationskontor og bestiller vaerket “Familien i det nye Europa”, der bestar af dels
en rekke artikler om EUs familiepolitik, dels en kommenteret gennemgang af samtlige
EU-dokumenter om harmoniseringen af det @gteskabelige og uegteskabelige samliv i det
europxiske fallesskab. Denne bog udleveres i ét eksemplar, med personlig dedikation
skrevet af den relevante kommisser, til alle af hunkgn, og samtidig annonceres det, at
alle af hankgn har ret til at aflevere netop ét eksemplar af denne bog pa kommunernes
affaldsopsamlingspladser.
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Eksempel 9.5, fortsat

Der er — ganske rigtigt — regnet med, at alle, som ligger inde med denne bog, benytter
fgrste lejlighed til at give den videre. Kvinder, der ikke kan aflevere den til nogen, ma
til krisebehandling. Hvis manden, som féar den, kun modtager denne ene, afleverer han
den til kommunen og er ude af problemet. Hvis han far flere, vil han forsgge at levere
tilbage til dem, de kom fra, og undervejs i denne proces ma ogsa han sgge professionel
hjelp hos krisebehandlerne. Hvis bogen vender tilbage, vil kvinden forsgge at dumpe
den hos eventuelle andre bekendte, der sé enten kan skaffe sig af med den eller ma ga til
krisebehandling.

Vi gér ud fra, at denne proces nu er Igbet til ende. Lad os sé lave en liste bestdende af

(1) kvinder, hvis bog er blevet afleveret videre og endt tilbage hos kommunen,
(2) mand, som har sggt krisebehandling.

Hvis vi tager et eller andet parforhold, s& mé enten kvinden hgre til gruppe (1) eller
manden til gruppe (2), for ellers var der en kvinde med en bog, der kom sammen med en
mand, der endnu ikke havde afleveret nogen, og det ville give en mulighed for endnu en
aflevering. Men det betyder lige akkurat, at alle parforhold representeres ved vor liste, som
derfor er en kandidat til adresseliste for AIDS-pjecen.

Hvor mange pjecer skal sendes ud? Her bruger vi max-flow-min-cut pa netverket
lavet ved at tilfgje kilden s, der er udleveringsstedet for EU-bgger, og ¢, der er afleveringsst-
edet. Kapaciteten af det (minimale) snit, vi lavede, kan opggres som summen af de bgger,
der blev afleveret til kvinderne i (1), og de bgger, der blev afleveret af mandene i (2). Det
svarer til vor adresseliste; da snittet var minimalt, er det samtidig vaerdien af den maximale
strgm.

Men den maximale strgm er netop det stgrst mulige antal @®gteskaber: Det kan
passende baseres pa de felles erindringer om den pressede situation, man var i, da man
skulle have det digre EU-vark ekspederet ud. Pa grund af reglerne om kun én aflevering
pr. mand kommer der ikke bigami ud af det.

Ialt har vi dermed en adresseliste bestdende af lige s& mange adresser, som der er
@gteskaber. Denne liste er dermed minimal, for man kan selvfglgelig ikke have ferre
adresser end @gteskaber, hvis samtlige forbindelser skal vaere dekket. Vi har sdledes at
antal kanter i en maximal parring er lig med antallet af punkter i en minimal overdekning.

Hele proceduren kan eventuelt udbygges med fuld TV-dekning som et populart
underholdningsprogram op til de regelmessigt tilbagevendende EU-valg.

Det er ikke sikkert, at en todelt graf har en parring som omfatter alle punkter,
en sakaldt perfekt parring. Men Konig’s s@tning kan bruges at give en betingelse
for, at der findes en sadan parring:

Lad T veere en todelt graf med V- = V1 U V,. Da har T en perfekt parring
netop hvis der for enhver delmengde V' af Vi geelder at der er mindst |V'| punkter
i Va, som er forbundet med en kant fra T til et punkt i V'

Hvis I' har en perfekt parring, er det oplagt, at ethvert punkt i en hvilkensom-
helst delmangde V' er forbundet til et punkt i V5, og dette sidste punkt optreeder
kun en gang, s& konklusionen fglger umiddelbart.

Omvendt: Antag at hver delmangde V' af V; er forbundet ved en kant med
mindst |V’| punkter i V5. Vealg en minimal overdekning C i I' og set maengden
af punkter i henholdsvis V; N C og V5 N C til henholdsvis ¢ og t5. Bruger vi nu
betingelsen pa de V;-medlemmer, som ikke er i overdaekningen, far vi for det fgrste,
atder er | V1| — t; af dem; for det andet har vi, at de kun kan vzre forbundne til de
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to punkter i Vo NC (ellers ville overdekningen slet ikke rgre den pagaldende kant,
en modstrid. De |V;| — ¢; punkter er altsa kun forbundne til de ¢5, men sa kan vi
fra den generelle betingelse aflese at

V| —t1 <o
eller
Vi <ty +to.
Dat; +t2 = |C| og V1 ogsa er en overdekning, er |V | = |C|. Af Konig’s s@tning
fas nu, at der findes en parring med V; kanter. 0
Eksempel 9.6

Man kan ogsa servere Hall’s &gteskabs-satning i den lidt mere jordnazre udgave brugt i
det foregdende eksempel (det havde ogsé veret markeligt andet). Lad os om et samfund
antage, at enhver pigeklub er i stand til at arrangere et party af deres bekendtskaber, sa hver
pige har mindst en fyr til egen disposition. Vi skal da vise, at alle piger kan blive gift.

Her bruger vi den allerede fundne adresseliste for AIDS-pjecer. Hvis vi laver en klub
bestaende af piger, som ikke har faet noget pjece, og s@tter dem til at arrangere et party; de
inviterede fyre skal tage deres pjece med, sd man kan studerede den sammen. Det kan lade
sig ggre: fra vor antagelse ved vi, at pigerne har bekendtskaber nok, at og da adresselisten
var baseret pa en overdekning (i ethvert bekendtskab kender den ene af dem pjecen), ma
de fyre, som pigerne kender, have faet pjecen.

Vi kan nu slutte, at der er udsendt mindst lige s& mange AIDS-pjecer, som der er
piger: Enten har pigerne selv faet den, og hvis ikke, sé kan de pageldende finde hver sin
fyr, der har faet den. Sa bruger vi Konig: Da vor adresseliste var en minimal overdekning,
er den lig med antallet af elementer i en maximal parring, og det vil her sige et maximalt
antal @gteskaber. Der kan altsa laves mindst lige s mange @gteskaber, som der er piger.

9. Udvidelser af max-flow-min-cut

Vi har i det foregaende hele tiden antaget, at der var kapacitetsgrenser opad pa
strommen langs de enkelte kanter i netvaerket, men at den eneste begr&nsning nedad
var, at strgmmen ikke matte vare negativ. Det kan man godt udvide en smule: Det
er muligt at indfgre nedre begransninger pé stremmene, dvs. tal [;; > 0, fortolket
sdledes, at der skal passere mindst /;; langs kantet fra 7 til j.

Denne ekstra antagelse @ndrer ikke ved grundprincippet, men den krever dog
lidt tilpasning. For det fgrste kan vi ikke l&ngere bare starte med nulstrgmmen, for
den er ikke ngdvendigvis mulig (den overtreder nu de nedre begransninger). Men
har vi fgrst en mulig strgm, kan vi som tidligere tale om forbedrende veje og vise,
at vi har en maximal strgm, nér der ikke er mulighed for forbedring. Der skal rettes
lidt pa kriterierne for en forbedrende vej (hvis kanten er orienteret modsat og der
gar strgm igennem, skal denne strgm veare stgrre end den nedre begrensning, og
det er kun denne del, der teller), men disse rettelser er ret indlysende.
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Det samme gelder egentlig ogsa for den teoretiske del af historien, nemlig
setningen om at maximal strgm er lig med minimalt snit. Vi skal vare passe pa at
definere kapaciteten af snittet 7 = (W, U) pa rette made, nemlig som

o(F)= > cj— Y, by

iEW,jeU i€U,jEW

Det er sidste led, som er det nye; egentlig nyt er det dog ikke, for da de nedre
grenser var 0 i det foregaende, var denne sum altid 0, og sa behgvede vi ikke at
skrive den, selvom den egentlig var der.

At der stadig gaelder max-flow-min-cut, er ikke sa svert at indse, og det kan vi
godt overlade til eget initiativ. Man kan gennemfgre det som i den tidligere udgave,
eller man kan ogsa lave et trick med at treekke den aktuelle strgm fra kapaciteter pa
alle kanter, se pa det fremkomne (gammeldags) netvaerk, bruge max-flow-min-cut
her, og sa vende tilbage til det oprindelige.

Det kan ogsa vare nyttigt at vide, at man kan minimere i stedet for at maximere.
I fgrste omgang noterer vi os, at der jo ikke @ndres noget ved at der til alle data i
netvaerket legges et positivt tal, eller at der trekkes et positivt tal fra. Med andre
ord kan man godt lgse netverksproblemer, hvor alle kapaciteter (og dermed alle
strgmme) er negative tal. En maximal negativ strgm er sa en, der har minimal
numerisk verdi.

Men sé kan vi ogsa lgse minimeringsproblemer af typen, hvor der er givet en
nedre begrensning c;; og en kapacitetsgraense /;; for hver kant (7, j) (det er med
vilje, at notationen tilsyneladende er byttet om). Vi tager nemlig og maximerer
— > i %(s,iy (det der gér ud af s) for netvaerket med kapaciteter —c;; og nedre
grenser —;;. Dette er et seedvanligt maximeringsproblem, som vikan Igse, hvorved
vi faktisk finder den minimale strgm i det oprindelige problem. Vi ved endda ogsa,
at max-flow-min-cut holder for dette problem, og det oversatter til, at veerdien af
den minimale strgm bliver lig med maximum af

Z lij_ Z Ci,j

ieW,jel’ ieU,jew

over alle snit (W, U) i det oprindelige netverk. Dette er den oplagte kopi af max-
flow-min-cut, nemlig min-flow-max-cut-s@tningen.

Der er en tredie grafteoretisk klassiker (foruden Konig’s og Hall’s s@tninger),
som kan bevises ved hjelp af min-flow-max-cut: Det drejer sig om Dilworth’s
seetning, der f.eks. kan formuleres pa fglgende made:

Dilworth’s scetning: Lad G veere en orienteret graf uden orienterede cykler og
lad A veere en delmengde af dens kanter. Det mindste antal orienterede veje som
er ngdvendige for at dekke alle kanterne i A er lig det maximale antal kanter i A,
saledes at intet par kan udvides til en orienteret vej.
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Tilfgj (som sadvanlig) punkter s og ¢t til grafen, og lav kanter (s, ), (,t) for
alle punkter 4 bortset fra s og ¢. Tilfgj nedre grenser /;; = 1 for kanterne i (¢, j) i
A ogl; j = 0 for de nye kanter. En minimal strgm giver dermed det mindste antal
veje, der bruger alle kanter i A. Denne strgm er lig den maximum af

Z lij — Z Cij

ieW,jeU i€T,jES

over alle snit (W, U). For at fa denne sum stor skal man have sd mange af A-kanterne
med som mulig ved overgang fra S til 7'; hvis man imidlertid far to A-kanter med,
der kan forbindes med en orienteret vej, er der en af vejens kanter (ikke ngdvendigvis
fra A), der passerer snittet i gal retning (fra U til W) og sa traekkes der +oo fra i
summen ovenfor. Derfor vil alle de A-kanter, der teller med, vere sadan, at intet
par kan indga i en vej. Ul

Man kan umiddelbart synes, at Dilworth’s s@tning (der er fra 1950) lyder lidt
vel teoretisk til at vaere anvendelig, men det skal man ikke lade sig narre af, for den
har faktisk ret mange anvendelser.

Eksempel 9.6

Hvordan man undgar overflpdige Airbusser. Den prominente anvendelse er allokering af
maskiner pé ruter i et flyselskab. Vi kan tenke os rutenettet som en orienteret graf, som
formodentlig alle udgar fra et hjemsted. Hver af ruterne (kanterne) flyves igennem en gang
den ene vej og en gang den anden, og orienteringen angiver den fgrste gennemflyvnings
retning. En maskine kan tage flere ruter efter hinanden, hvis det ellers kan lade sig gore.
Hvor mange maskiner skal bruges til at betjene nettet, ndr man ikke gnsker at forkgbe sig
pa overflgdige maskiner?

Her fortzller Dilworth’s s@tning, at man kan ngjes med at kgbe maskiner svarende
til det maximale antal ruter med den egenskab, at der ikke er to, som kan betjenes af samme
maskine (altsd kan leegges i fortsattelse af hinanden).

Om dette sa er nok til at redde gkonomien i de betrengte flyselskaber, er en anden
sag.

10. Opgaver

1. En ngdhjelpskonvoj skal levere forsyninger til byerne A, B, C, D og E; vejene
mellem disse byer Igber i bjergomrader, og der er risiko for sével angreb som
miner. Man regner med et tab af lastbiler pa de enkelte vejstrekninger som angivet

nedenfor:
A B C D FE

A 2 6 10 5
B 5 4 5 2
C 14 3 9 11
D 11 2 8 2
E 7 5 10 2
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Find den optimale rute og det minimale tabstal.

2. Et @gteskabsbureau har en kundekreds bestdende af 7 kvinder og 6 mand. Fra
de udfyldte papirer har man fglgende muligheder for kontakter (hvor vi for hver af
kvinderne har angivet de mand, der kan komme pa tale som partner):

Kvinder Mand

Yvonne Oluf, Bgrge, Sigurd
Pernille Oluf, Hugo

Katrine Eivind, Bgrge

Tanja Bgrge,Sigurd,Eivind
Camilla Hugo, Barge
Maria Jgrgen, Eivind, Richard

Louise Bgrge, Oluf

Agteskabsbureauet er overtaget af en fond, der gnsker at finde det gebyr, der netop
far udgifter til at balancere med indtagter, samtidig med at betjeningen bliver sa
god som mulig. Omkostningerne er i indevarende periode pa 10.000 kr., og det er
fast vedtaegt, der betales et fast gebyr pa 100 kr. samt et ekstra gebyr ved anvisning
af partner. Hvor stort skal dette sidste vare?

3. Ved skoleferiens start forventes en betydelig strgm af turister fra Kgbenhavn til
Euro-Disneyland ved Paris. Jernbamermes kapacitet (i antal tog med plads til 1000
passagerer) er opgjort til:

Ro Pu Pad Ha Be St Brux Lie Pa

Kbhvn 2 11 8

Ro 35

Pu 14 11

Pad 10

Ha 1212 10 10
Be 4 4 12

St 4 1211
Brux 23 16
Lie 10

(Signaturforklaring: Kbhvn=Kg@benhavn, Pu=Puttgarden, Pad=Padborg, Ha=Ham-
burg. Be=Berlin, St=Strasbourg, Brux=Bruxelles, Lie=Liege, Pa=Paris).

Find det maximale antal rejsende. Giv et forslag til en strekning, hvor en
forggelse af kapaciteten fgrer til, at der kan komme flere rejsende frem.
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4. Los netvaerksproblemet givet pa tabelform nedenfor:

ABCDEFGHTIJ t

s 4 832

A 2 2 12

B 4 7 5
C 5

D 2

E 1

F 11
G 10
H 2 10
I 2
J 10

11. Litteratur

Algoritmerne til at finde strgmme i netvaerk er det fgrste af en reekke eksempler (der
kommer flere i naeste kapitel) pa problemer, som egentlig blot er udgaver af lineer
programmering og dermed kunne lgses med simplex, men hvor der er metoder,
som udnytter problemets s@rlige struktur og derfor er hurtigere. Hovedvarket pa
omradet er Ford og Fulkerson (1967).

Konig’s setning (eller rettere det, vi her kalder Konig’s s@tning, for der er
flere sadanne i litteraturen) kan findes i Konig (1950).
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KAPITEL 10

Lokalisering

1. Introduktion

Blandt de problemstillinger, som med fordel lader sig formulere og analysere ved
hjzlp af en pracis model, er der s&rdeles mange, som har at ggre med produktionens
placering og hvad dertil hgrer i form af transport. At det forholder sig séledes, er
i og for sig ikke serlig underligt, for al gkonomisk aktivitet foregar pa fysiske
lokaliteter; produktionens og forbrugets fordeling pa sted og tid er saledes noget,
som egentlig slet ikke kan adskilles fra, hvad man ellers métte have at sige om
sagen. Det har man imidlertid gjort 1 den gkonomiske analyse, og det har veret
nyttigt 1 den forstand, at man ved at abstrahere fra tid og sted kunne koncentrere
sig om mange andre vasentlige fanomener. Undervejs var det dog som om sted og
tid blev skubbet helt ud. Her skal vi rehabilitere stedsaspektet. Det vil ske gennem
eksplicit overvejelse dels af Avor produktion og forbrug skal placeres, dels ved at
inddrag transportomkostningerne nar disse placeringer af produktion og forbrug
har fundet sted.

Praktikere har til alle tider taget hensyn til lokaliseringsaspektet. S& at sige
af sig selv er virksomheder opstaet i passende narhed til rastoffer, energikilder,
arbejdskraft eller kunder, alt ath@ngig af hvad der ved den konkrete produktion
vejede tungest. Sddanne common-sense-betragtninger vil neppe sla til i lengden,
nar de lokaliseringsproblemer, der skal Igses, bliver passende komplicerede. De
kan dog godt vaere et rimeligt udgangspunkt, og det er det, vi vil bruge dem som i
det fglgende.

De fgrste systematiske undersggelser af sammenh@ngen mellem produktion-
sstedet for en vare og dens afs@tning i geografiske omrader stammer fra forrige
arhundrede. Lad os antage, at en vare produceres pa en rekke forskellige lokaliteter,
formaliseret som punkter Py, Ps, ..., P;. I hver af disse produktionssteder er der
visse produktionsomkostninger ¢;, ¢ = 1, ..., k; ved transporten ud til forbrugeren
Igber der endvidere en transportomkostning pa; vi antager, at den kan opggres som
et fast belgb ¢ pr. km. (pr. enhed af varen). For den enkelte forbruger af varen
galder det om at kgbe billigst muligt, nar transportomkostningerne tages med; det
betyder, at forbrugeren i punktet F' skal kgbe hos den producent ¢, for hvilken

ci +td(F, P;) < ¢j +td(F, P)
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Figur 1

for alle 7 € 1,...,k. De samlede omkostningers athengighed af afstanden til
en given producent er vist 1 figur 1 (ifglge traditionen kaldes denne figur for
“champagneglassene”), og ved hjelp af udtrykket ovenfor kan man nu bestemme
hver producents naturlige kundekreds som antydet i figur 1.

I denne problemstilling er det kgberens maximeringsproblem, som er det cen-
trale; virksomhederne er allerede placeretide givne lokaliteter. Men analysen kunne
naturligvis udbygges til en overvejelse om, hvorledes den enkelte virksomhed, f.eks.
en nyetableret producent, bgr placeres for at fa den stgrste kundekreds, eller til en
generel overvejelse om, hvorledes & virksomheder skal placeres, siledes at kun-
derne kan fa varen billigst muligt; dette sidste krav er igvrigt ikke formuleret helt
klart; er det den gennemsnitlige kunde eller den verst stillede kunde, vi teenker pa?
Vi vender tilbage til det senere.

Ien lidt simplere formulering — hvor der ses bort fra forskelle i produktionsom-
kostninger — er bestemmelsen af “naturlig kundekreds” igvrigt et klassisk matem-
atisk problem, som har fundet nye anvendelser i de senere ér.

Lad P vere en punktmangde i et vektorrum V. For en given metrik d(-, -) pa
V kan vi til hvert punkt z € P bestemme den sdkaldte Voronoi-celle tilhgrende z
som

V(z) ={x € V]d(z, z) < d(x,2'), alle 2’ € V'}.

Af speciel interesse er situationen, hvor punktmangden P er stor, saledes at vi
kan tenke os hele rummet fyldt ud med punkter. Der kan endvidere vare en vis
systematisk i den made, hvorpé disse punkter er lagt; P kan f.eks. vaere et gitter
defineret som alle Z-linearkombinationer af en given punktmangde (v, . .., vg).
Klart nok er kundekredsene ovenfor (under forudsatning af ens produktions-
omkostninger) et eksempel pa Voronoi-celler; disse har dog mange andre anven-
delser, hvoraf vi n@vner et par (selvom de ikke er specielt operationsanalytiske):

Digital-analog transformation: Ved oms@tning af data som har kontinuert vari-
ation, til data med diskret variation op star der naturligvis det problem, at der i
udgangsmaterialet er (uendelig) mange flere vardier end i det resulterende materi-
ale. Man ma derfor erstatte visse veerdier med andre, tiln@rmede, og som en rimelig
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tilnermelse vil man typisk velge punktet med mindst afstand (i en passende norm).
Dette svarer til at Voronoi-cellen omkring et givet (“digitalt”) punkt end alle de
data, der tilordnes punktet.

Kommunikationsteori: 1 den matematiske teori for kommunikation behandler man
problemer omkring afsendelse af signaler fra en kilde, som undervejs til modtager
udsattes for stgj. Hos modtageren opstér der derfor et problem om at rekonstruere
signalet, og hvis man kender de potentielt mulige signaler og modtager et eller
andet volapyk, vil det vere rimeligt at opsgge det nermeste (igen 1 passende norm)
signal. Dermed fér vi en tilordning fra modtagne signaler til opfattede budskaber
svarende til Voronoi-cellerne omkring de mulige signaler.

Der er en sammenhang mellem overvejelser omkring Voronoi-celler og en
reekke andre klassiske problemer; dette kommer specielt klart til udtryk, nar man
interesserer sig for problemer knyttet til gitre i planen. For sidanne punktmangder
har det ofte interesse at se pa, hvorledes man pa panest made kan knytte figurer,
typisk cirkelskiver, til hvert punkt. Der er mindst tre af den slags tilordninger:

(1) Thvert punkt placeres cirkelskiver med samme radius, séledes at alle punkter
i planen (altsd ikke blot gitterpunkterne) er dekket af mindst én cirkel. Dette kaldes
en overdekning, og problemet er da at finde den mindste radius for sddanne cirkler.
I vor givne sammenh@ng drejer det sig om at finde en mindste ensartet kundekreds
for hver facilitet, sdledes forekomsten af overlappende tilbud (hvor vi forestiller os
kunderne spredt ud i hele planen) er sa lille som muligt.

(2) Omvendt kan det teenkes, at cirkelskiverne ikke ma overlappe. Dette kaldes
en tilpakning (eng.: packing); det er mindre oplagt at fortolke dette problem i en
lokaliseringssammenhang; det kunne opsta i en situation hvor man var ngdt til at
tildele alle lokale radiosendere (hvoraf der tenkes at vaere en i hvert gitterpunkt)
samme frekvens. Problemet har en helt naturlig fortolkning i andre forbindelser —
overvejelser om hvorledes man pakker kugler 1 kasser, hvorledes man skerer figurer
ud af en treplade osv.

(3) Til sidst har vi sa de allerede introducerede Voronoi-celler, der for hvert
punkt i planen angiver det n&rmeste gitterpunkt; fortolkningen af dem har vi varet
inde pa.

Nar det har interesse, at disse tre typer problemer (som igvrigt vil dukke op i
diverse forkledninger adskillige gange) h&nger sammen, er det selvfglgelig fordi
der sa ogsa er rimelig stor chance for, at de metoder, der bruges pa et problem, ogsa
kan benyttes pa de andre. Igvrigt har ssmmenhangen ogsa rent teoretisk interesse,
som ra&kker ud over vort emne (nemlig til computer science og matematik).
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2. Lokaliseringsproblemer i netvark

I det foregdende har lokaliseringsproblemerne udspillet sig i planen R?, men vi har
allerede veret inde pa, at der var interessante anvendelser af teorien, hvor det kunne
vaere hensigtsmassigt at velge en anden dimension end 2, eller maske endda et
vektorrum over et endeligt legeme. Naturligvis drejer sagen sig sa ikke mere om
rent geografiske problemstillinger, men lokalisering er heller ikke det samme som
geografi. Det er ikke afstanden som sddan, der er interessant, men den omkostning,
der fglger af afstanden. Det er derfor i mange situationer en fordel at abstrahere fra
alle de irrelevante aspekter af geografien, séledes at omkostningsaspektet kommer
sd meget renere frem.

En rendyrket udgave af lokaliseringsproblemet far man ved at betragte prob-
lemet som et netveerk. Vi har altsa et netvaerk N bestéende af en graf T' = (V, E)
og kapaciteter (d.). Her vil vi foretreekke at kalde d. for afstanden mellem v,
0g vy (hvor e = (v1,v2)); kanterne er ikke orienterede, og vi har ikke i denne
sammenhang specielt brug for de s@rlige punkter s og ¢ (fra det forrige kapitel). I
vor tolkning som et lokaliseringsproblem vil vi identificere punkter med kunder; vi
antager at hver kunde & har en given efterspgrgsel pa wy enheder (pr. tidsenhed).
Hvert punkt er endvidere potentielt mulig som betjeningssted.

Lad os se pa omkostningerne ved at tilfredsstille kunde £’s efterspgrgsel, hvis
betjeningen sker fra punktet v € V. Hertil skal vi bruge afstanden mellem £ og j,
d(k, j), der er defineret som det mindste tal

m

> de,,

1=0

hvor (e; )", er en vej fra j til k, dvs.

€ = (j7p1)7€z' = (pz'vpi—i—l)ai = 17 cee, T — 17€m = (pmak)

foren fglge (eg, €1, . . ., e, ) af kanter som angivet ovenfor, +oc hvis der ikke findes
nogen vej fra j til k. Vi har da de gnskede samlede omkostninger som wyd(j, k).

Optimeringsproblemet knyttet til placeringen af betjeningsfaciliteter drejer
sig selvfglgelig om at placere faciliteterne saledes at omkostningerne bliver mindst
mulige. Dette er dog ved n@rmere eftersyn ikke helt pracist formuleret; hvad forstés
ved “omkostningerne”? Vi skal nedenfor give nogle alternative praciseringer af
dette:

1. p-median problemet: For et givet tal p € N er det opgaven at placere p faciliteter
i hvert sit punkt og tilordne kunder til faciliteterne pa en sddan made at de totale
omkostninger er minimale.

Vi betegner dette problem med p-MP. Bemark, at problemet er fuldt
karakteriseret ved:
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e tallet p

e afstandmatricen hgrende til netveerket ' med afstandene givet ved d.., e € E:
Denne matrix er (|V| x |V|)-matricen

{d(k, 5) ke jev;

— faktisk kan vi her ngjes med at angive tallene d.,
e for hver kunde k£ € V, efterspgrgslen wy,.

Vi har altsa et p-medianproblem p-MP for hver given specifikation af disse data.
Vi kan sige lidt om generelle egenskaber ved lgsningen: Der findes altid en
lgsning til p-MP hvor hver kunde £ forsynes fuldt ud fra én facilitet.
Antag nemlig, at faciliteterne er placeret optimalt, og at k er en kunde som

forsynes af faciliteterne ji, ..., js sdledes at wy’ > 0 er den mangde der ydes fra
g til k,
S .
> =
i=1

Vihardaatd(j;, k) = d(jp, k), alle i, h, for ellers kunne de samlede omkostninger
ggres mindre ved at forsyne £ fra den facilitet 7, for hvilken

en modstrid mod, at lgsningen var optimal. Men da omkostningen ved at betjene
kunde k£ med én enhed er ens for hvert af stederne, kan vi ngjes med at betjene fra
ét af dem.

Der er, som man ser, ikke noget s@rlig dybt 1 dette argument (der sikrer at
Igsningen har hvad man kalder “single assignment property’’), men det er alligevel af
en vis betydning ved konstruktion af algoritmer, da det indskrenker de muligheder,
der skal sgges igennem for at finde den optimale lgsning. I princippet kan denne
naturligvis findes ved at opregne alle muligheder; man vil dog se, at der hurtigst
bliver temmelig mange alternativer, sa det er ikke nogen brugbar metode generelt.

2. p-center problemet. En anden variant af omkostningsminimeringsproblemet far
vi ved i stedet for at betragte omkostningerne for den veerst stillede kunde (teknisk
set minimerer vi maximum af omkostningerne wyd(k, j) i stedet for at minimere

summen af dem). Vi skal altsa her placere de p faciliteter i punkterne vy, ..., vg
saledes at de samlede omkostninger ved at fa w, leveret (fra punkterne v1, . .., vs),
altsa

i=1
er mindst mulige, hvor & er valgt saledes at udtrykket ovenfor er stgrst.
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Det ses, at ogsé p-center problemet (p-CP) har den sékaldte single assignment
property. Beviset gar helt som for p-MP; hvis kunde k i optimum forsynes fra mere
end en facilitet, da har vi, at k’s afstand til samtlige forsynede faciliteter er den
samme, og vi kan da forsyne £ fra en af dem uden at @ndre optimaliteten.

Det betyder dog ikke, at p-MP og p-CP er i alt vasentligt identiske problemer,
selvom de er beslegtede. Der er f.cks. en s@rlig egenskab, den sakaldte punkt-
optimalitet, som er opfyldt for p-MP og ikke for p-CP. Kort fortalt géar det ud pa, at
man kan overveje at inddrage nye potentielle placeringer ved at oprette nye punkter
pé de eksisterende kanter. S&danne udvidede placeringsmuligheder endrer ikke
optimaliteten af den oprindelige lgsning i1 p-MP, men de kan godt ggre det 1 p-CP.

3. ULP (ubegreenset-kapacitets lokaliserings problemet). Her er udgangspunktet
et lidt andet end i de foregdende problemtyper. Vi har et givet antal potentielle
faciliteter, men vi kan abne sa mange eller sa fa af disse, som vi matte gnske. Der
er knyttet visse faste omkostninger f; til abningen af lokalitet j.

Det er praktisk at formulere dette ved brug af et todelt netverk AV, dvs. et hvor
I" er todelt, séledes at mengden V' af punkter kan opdeles i to disjunkte mangder
V1 og V5, hvor hver kant e er en V] — Vs-kant, dvs. har det ene endepunkt i V; og det
andeti V5. Punkterne i V7 identificeres med kunder, punkterne i V> med potentielle
faciliteter. Vi har endvidere en afstandsmatrix, der kan skrives som en |V;]| x |V53]
matrix D med (i, j)-element d;; fortolket som afstanden fra kunde 7 til (potentiel)
facilitet j. Hvis vi med ¢;; = w;d;; betegner omkostningerne ved at forsyne kunde
1 fra facilitet 7 har vi dermed, at vi skal finde

S | 2+ 2 miges
over alle ikke-tomme delmangder () af V5. Klart nok kan dette problem (som
igvrigt de foregdende) i princippet lgses ved opregning af alle tilfelde; da der er
21V2l _1 mulige delmangder Q, ses dette dog hurtigt at blive en kompliceret opgave.
Der mé derfor bruges andre metoder; vi skal ikke komme na@rmere ind pa det her.
ULP har et specialtilfeelde, som har spillet en prominent rolle, ikke sa meget i
lokaliseringssammenh&ng som 1 forbindelse med overvejelser om beregningskompleksi-
tet. Lad os se pa situationen, hvor tallene i afstandsmatricen D enten er O eller co
(svarende til at en facilitet 7 enten ligger helt op ad kunden ¢, eller der slet ikke er
nogen mulig forbindelse). Det viser sig hensigtsmassigt at omformulere dette ved
at indfgre |V | x |Va|-matricen A med elementer enten O eller 1, séledes at
1 hvis dij =0
ig = {0 hvis d;; = oo;
visigerat j deekker thvis a;; = 1, ogkalder delmangden () af V> foren overdeekning
af V] hvis
Z Qij > 1
JjeQ
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for alle7 € V.

Problemet Set Cover gér nu ud pa at finde en overdekning af V; med farrest
mulig elementer; det svarer til, at de faste omkostninger ved at inddrage et j er 1.
Dette problem har for det fgrste en rekke praktiske anvendelser indenfor meget
forskellige discipliner, men for det andet spiller det en vigtig rolle 1 teoretisk
sammenh@ng. Det kan vises, at Set-Cover er et ret vanskeligt problem (mere
pracist, det hgrer til klassen af N P-komplette problem; herom senere); det var
igvrigt et af de f@grste problemer, for hvilke dette blev fastsléet, og det er nyttigt
fordi andre problemer ofte lader sig omforme til Set Cover, noget som er vesentligt
1 forbindelse med overvejelser om beregningskompleksitet.

4. QAP (det kvadratiske tilordningsproblem). 1 det sidste af vore fire klassiske
lokaliseringsproblemer er udgangspunktet en del anderledes end i de foregaende.
Vi har her to seet af data:

For det f@rste er der givet en mangde N = {1, 2,...,n} af faciliteter med en
afstandsmatrix (af dimension n x n) A, hvor a;; > 0 angiver afstanden fra facilitet
i til facilitet 7. Men desuden er der givet en mengde M = {a,b,c,...,m} af m
forskellige funktioner med en kommunikationsmatrix B af dimension m x m, hvor
bs¢ > 0 er et udtryk for intensiteten af kommunikationen mellem funktion s og
funktion ¢. Hvis s og ¢ er knyttet teet sammen, er by, stor; har de intet at ggre med
hinanden, er b,; = 0.

Vort problem er nu at placere funktionerne 1 faciliteter — én funktion i
hver facilitet — saledes at omkostningerne bliver mindst mulige. Her vil vi ved
omkostningerne forbundet med at placere funktion s i facilitet ¢ og funktion j i
facilitet ¢ forsta udtrykket

aijbst,

(saledes at funktioner med megen kommunikation kommer tet pa hinanden, nar
omkostningerne minimeres); vi sgger altsa verdier af variablene

xi&iENaSGMa

hvor
S 1 hvis s placeres i ¢
10 ellers,

og saledes at vi minimerer

Z Z Z Z insl’jtaijbst

iEN jEN seM te M

under bibetingelserne

> wis < 1forallei € N,
seM
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(hgjst én funktion i hver facilitet) og

ins = 1foralle s € M
ieN

(alle funktioner placeres). Dette er tydelig nok et heltalprogrammeringsproblem.
Kriteriefunktionen er kvadratisk i (heltals-)variablene — deraf navnet.

Problemet kan skrives en smule simplere (uden at det dog af den grund bliver
nemmere at lgse) ved at vi fgrst noterer os, at der ikke er nogen indskrankning i at
antage m = n. Hvis m > n har problemet slet ingen lgsning, sa det kan vi se bort
fra. Er m < n, kan vi tilfgje n — m “tomme” funktioner med kommunikationstal
0 til alle andre funktioner. Givet at vi kan antage n = m, behgver vi altsa for at
finde den bedste placering “blot” at sgge over alle permutationer af N, dvs. over
alle bijektive afbildninger ¢ : N — N, hvor (i) er nummeret pa den funktion (i
en eller anden given nummerering af M), som placeres i facilitet . Vi kan derfor
skrive problemet som

min DD aibutiyet)-

iEN jEN

Bibetingelserne er, som det let ses, indeholdt i kravet om, at vi minimerer over alle
¢ i mangden S,, af permutationer af (1,...,n).

3. En algoritme til Igsning af lokalisering uden kapacitetsbe-
grensning

I dette afsnit vil vi se lidt nermere pa en konkret algoritme til brug ved lgsning af et
af lokaliseringsproblemerne na&vnt 1 afnsit 2, nemlig ULP om placering af faciliteter
med faste omkostninger til betjening af givne efterspgrgsler. Viskal bruge en udgave
af Lagrange-dualitet som beskrevet i kapitlet om heltalsprogrammering.

Problemet er givet som fglger: Vi har ialt m faciliteter, som kan dbnes med
en omkostning a;, 2 = 1,...,m. Der skal betjenes en ra&kke efterspgrgsler w;
hos kunderne j = 1, ..., n. Transportomkostningerne ved betjening af kunde j fra
facilitet ¢ er ¢;;.

Vi indfgrer variable z; € {0, 1}, for hver facilitet, hvor z; er 1 hvis faciliteten
er aben, og 0 ellers, og x;; for den transport, der gar fra j til . Problemet kan da
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formuleres som fglger:

mlng aZzZ+E g CijTij

=1 j=1

under bibetingelserne

m
E :cij:wj,jzl,...,n,
=1

wijzi —xy; =20, e=1,...,m, j=1,...,n,
Zie{oul}

Her udtrykker bibetingelserne dels det krav, at transporterne til kunder skal
tilfredsstille efterspgrgslen, dels at der ikke kan transporteres noget ud af en facilitet
der ikke er dben (ndr der sattes z; = 0iden anden type bibetingelse, fir vi z;; < 0).

Som navnt vil vi bruge Lagrange dualitet til at handtere dette problem. Vi
tilfgjer hver af de fgrste bibetingelser sat til 0, dvs. w; — > . x;; = 0 med en
Lagrange multiplikator y;, s at vi fir en ny kriteriefunktion

m
> i+ Z Z CijTij + Z yi(wj — wij)
=1 =1 j=1
n
—Zazzz—l—zz Cij = Yj)Tij +ijyj§
=1 7=1 71=1
For hvert givet y = (y1,...,yn) skal vi minimere denne, idet der nu kun er

begransningen om at x;; skal vare nul hvis z; er 0. Det vil give os en nedre
begransning for den optimale kriterievardi 1 det oprindelige problem; senere leder
vi sd efter den bedste af disse begra@nsninger.

Holder vi y fast, ser vi, at z;;’erne skal valges pd en bestemt made for at
minimere kriteriefunktionen: Hvis ¢;; — y; er positiv, skal x;; vere nul, og hvis
cij — y; er negativ (i dette tilfeelde vil vi sige, at transport fra ¢ til j er profitabel) og
z; ikke er 0, skal ;; ggres sa stor som mulig, dvs. den skal sattes til w; (er z; = 0,
ved vi, at z;; = 0). Det kan vi udtrykke kortere ved at satte

(cij — yj)zi; = min{0, ¢;; — y; }w, 2;;
i Yi)Tij i Yisw;

det kan nu checkes, at venstre side netop bliver hgjre side, hvis vi hele tiden valger
x;; 1fplge forskriften ovenfor.

Dermed er vi af med x;; erne i vor Lagrange-funktion. Vi stiler efter at komme
af med z;’erne pa tilsvarende made. Her indfgrer vi lidt notation, som er nyttig i
beregningerne, nemlig stgrrelsen

n
==Y wymin{0, c;; — y;}.
j=1
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Ved hjzlp af denne kan vi nu omskrive vor Lagrange-funktion til

m

Z(ai — Ay)zi + ijyja
j=1

i=1

og pa denne kan vi bruge samme trick som tidligere til at eliminere z;’erne, givet
at vi under alle omst@ndigheder er ude pa at ggre funktionen sa lille som mulig:
Hvis a; — A; er positiv, skal z; vere 0, og er den negativ, skal z; vere 1. Indsattes
disse z;-vaerdier, far vi ialt udtrykket

L(y) = min{0,a; — A;} + > w;y;

J=1

for den nedre begrensning af kriterieverdien, afth@ngig af den valgte vardi af
Lagrange-multiplikatorerne ¥ ..., y,. Bemark, at hvis vi arrangerer os sadan i
valget af y;’er, at der altid gelder A; < a;, da er hele fgrste led 0, og L(y) kan
afleses som Z?:l wjy;. Detkan vi faktisk altid ggre, for hvis der for et eller andet
i geelder A; > a;, 4 ma der vaere et j med ¢;j < y; (sddan er A; defineret), og for
ethvert sddant j reducerer vi y; med Ay; ned til ¢;;; derved falder A; med w; Ay,
og kriteriefunktionen vokser tilsvarende, men til gengeld skal der ogséa reduceres
med w; Ay;, og sd gir det lige op.

Problemet er nu i forste omgang at finde det maximale L(y), nar der kgres
over alle valg af Lagrange-multiplikatorer, sa at A; < a;. Det ggr vi ved at gge
de duale variable, sa lenge det er muligt. Undervejs benytter vi reglen om at der
skal oprettes facilitet, hvis A; = a;; hvis en kunde far profitable leverancer fra to
faciliteter, ma vi reducere y; igen. Der fortsattes indtil der ikke kan gges noget
Y;, 0g den resulterende verdi af 2?21 w;y; er sd den bedste nedre begransning.
Hyvis der til denne svarer en betjening af alle kunder, har vi samtidig en lgsning af
problemet. Ellers ma der bruges andre metoder.

Vi viser metoden fg@rst 1 et meget simpelt tilfelde (eksemplet er hentet fra
Erlenkotter, 1976). Der er 5 faciliteter og 8 kunder; kundernes efterspgrgsel er 1
(man kan igvrigt altid f& w; = 1 ved at erstatte de oprindelige omkostningsdata for
transport af en enhed fra 7 til 7 med de samlede omkostninger ved transport af w;
fra ¢ til j). Vi skriver problemet pa tabelform som fglger:

120 | 180 | 100 60 180 100
210 150 | 240 | 55| 210 | 110 | 155 70
180 | 190 | 110 | 195 | 50 195 60
210 | 190 | 150 | 180 | 65 | 120 | 160 | 120 110
170 | 150 | 110 | 150 | 70 | 195 | 200 80
120 | 150 | 100 | 150 [ 50 | 120 | 110 | 120
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Vi er her startet med den gverste 5 x 8 tabel, der indeholder omkostningskoeffi-
cienterne, og den anden ekstra sgjle, som har de faste omkostninger. Der startes nu
forneden i en ekstra r&kke, som indeholder de duale variable y;. De sattes i fgrste
omgang til minimum i den pdgzldende sgjle; intuitionen er, at y; er en pris, som Vi
kan krave af kunde j. Det gelder om at forsyne kunderne pa en made, der sikrer
stgrst indtegt malt ved de duale variable, og det kan vi aflese som rekkesummen.
Begraensningen pa vore forsgg pa at score kassen er, at vi ikke mé kraeve en stgrre
overpris, end at det kunderne betaler for levering fra enhver given facilitet svarer til
transport plus faste omkostninger.

Vi tilfgjer nu i hvert felt 1 tabellen, hvor det er relevant, den overpris i forhold
til transportomkostningerne, som vi krever af kunden (hvis det er en underpris,
skrives den ikke). I denne fgrste omgang, hvor vi har valgt minimale priser, kan
den aldrig bliver stgrre end 0, og det har vi sd skrevet ind de pageldende steder i
naste tabel. Fgrste hjezlpesgjle udfyldes sd med summen af de gverste tal i felterne
(stadig O i dette tilfzelde), og endelig far vi sidste s@jle, som angiver z;, ved at sa@tte
0 hvis fgrste sgjles element er mindre end andens, og 1 hvis de er lig hinanden
(forste hjelpesgjle ma ikke overstige anden). Alt i alt har vi saledes fglgende:

O120 180 O100 60 180 01000
210 150 | 240 | 55| 210 0110 155 0 |70 |0
180 | 190 | 110| 195 050 195 0 | 60 | O
210 190 | 150| 180 | 65 0120 160 0120 0 [110|0
170 O150 110 0150 70| 195 200 0180 |0
120 150 | 100 | 150 | 50| 120 110| 120

Dette er start-tabellen eller, om man vil, det 0’te skridt i algoritmen. Vi begynder nu
at opdatere sgjlerne, hvilket sker ved at ga til den nastlaveste af de omkostninger,
der er angivet i hver sgjle, idet vi starter med sg@jle 1. Her @ndrer vi y; fra 120 til
170, og de respektive overpriser skrives ind i gverste hjgrne. S& gér vi videre til
na&ste sgjle; undervejs bgr vi holde gje med, at summen af vore overpriser fra given
kilde (dvs. tallene i A;-reekken) ikke overstiger de faste omkostninger.

I vort eksempel kan vi gé hele tabellen igennem, saledes at den nye opdaterede
tabel kommer til at se saledes ud:
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50 0 10
120 180 100 60 180 60 [100|0
0 50 0
210 150 240 | 55 210 110 155 50 | 70 | O
0 5
180 190 110 195| 50 195 5 |60 |0
0 75 0 35
210 190 150 180 | 65 120 160 120 | 110 {110 1
0 30 0 30 0
170 150 110 150 | 70 195 200 60 | 80 |0
170 180 110 180 | 55 195 160 155

Der er nu kommet en facilitet i rekke 4, hvor A; er blevet lig a;. De stjernede sgjler
er blokerede: prisen ikke kan s@ttes i vejret uden at der kommer knas med A; i
fjerde raekke.

Vi forts@tter nu med nok en runde. Der opdateres fra venstre, idet vi undervejs
holder gje med, om det nu ogsa kan lade sig ggre. Hvis en sgjle ikke kan opdateres
uden at der kommer ubalance, springer vi den over og gar videre. Pa denne made
far vi opdateret sgjlerne 1,2 og 5, og den nye tabel ser derefter saledes ud:

60 10 10 0
120 180 100 60 180 80 |100|0
5 50 0
210 150 240 55 210 110 155 55|70 |0
0 0 0 10
180 190 110 195 50 195 10 | 60 | O
0 0 75 0 35
210 190 150 180 65 120 160 120 | 110 | 110 1
10 40 0 30 0
170 150 110 150 70 195 200 80 | 80 | 1
180 190 110 180 60 195 160 155

Der er nu ogsa kommet en facilitet i rekke 5, og vi kan ga videre til naste runde.
Det er kun sgjle 5, hvis pris kan gges, og ggr vi det far vi den endelige lgsning:

Der er nu fundet en lgsning: Kunderne skal betjenes fra de to sidste faciliteter,
og hvis der er valg (som for kunderne 4 og 6), skal det ske gennem den billigste
transportvej. Der bliver dermed overensstemmelse mellem summen af priserne i
nederste rekke og omkostningerne til savel transport som oprettelse af faciliteter
(check det!).
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60 10 10 5
120 180 100 60 180 85 |100|0
10 50 0
210 150 240 55 210 110 1551 60 | 70 | O
0 0 0 15
180 190 110 195 50 195 15 | 60 |0
0 0 0 75 0 35
210 190 150 180 65 120 160 120 | 110 | 110 1
10 40 0 30 0
170 150 110 150 70 195 200 80 | 80 | 1
180 190 110 180 65 195 160 155

Eksemplet er forholdsvis p&nt i den forstand, at proceduren gar uproblematisk
til et optimum. Vejen mod den bedste undergrense kan generelt vare mere
kompliceret, og den bedste undergrense kan vare lavere end minimum i det
oprindelige problem.

4. Litteratur

Dette kapitel er, som man kan se fra overskriften, knyttet ssmmen ved at den omhan-
dler modeller til Igsning af lokaliseringsproblemer af forskellig art. Metoderne hertil
er overvejende af den type, som blev behandlet i kapitlet om diskret optimering,
hvortil der henvises for yderligere lesning.
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KAPITEL 11

Transport og assignment

1. Introduktion

Tet knyttet til overvejelserne omkring lokalisering er problemer om at flytte varer
med billigste omkostninger. Faktisk er netop transportomkostningerne den centrale
faktorispgrgsmal om lokalisering. Men der kan ogsa vare transportproblemer, hvor
det ikke er spgrgsmalet om placering af faciliteter, der er vasentligt, idet disse er
givne, men hvor det drejer sig om at finde den rigtige méade at sende varer mellem
afsendere og modtagere.

Disse transportproblemer er givne ved, at der foreligger en raekke

kilder s1,...,Sm

og tilsvarende en rekke
terminaler t, ... t,.

Derkan transporteres varer fraenhverkilde s; til enhver terminal ¢ ;; omkostningerne
herved er c;; pr. transporteret enhed. Endelig er der givet en beholdninger p; > 01
kilden s; 2 = 1, ..., m, og der er givet efterspgrgsel g; > 01 hver terminal ¢;. Det

antages at
m n
2 pi=D 4
i=1 j=

vi er altsa her kun interesseret i transporten, mens eventuelle uoverensstemmelser
mellem efterspgrgsel og beholdning holdes udenfor.

Bemark, at vi egentlig har at ggre med strgm i et netvaerk. Netvarket er i
forhold til det forrige kapitel en smule mere kompliceret i den forstand, at der er
flere kilder og terminaler; til gengeld er det sa meget mere simplere med hensyn
til den underliggende graf, idet vi har, at enhver kilde er forbundet med en kant
til enhver terminal, og der er ingen punkter udover disse. Det kan saledes darligt
betale sig at kgre vort apparatur fra forrige kapitel 1 stilling (selvom det egentlig er
sadanne metoder, vi skal benytte).

Det klassiske transportproblem gér ud pé at finde en transportplan

Tij, t=1,....,m, g=1,...,n,
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saledes at alle efterspgrgsler tilfredsstilles, og saledes at omkostningerne bliver
mindst mulige. Dette kan klart nok formuleres som et LP-problem:

min E CijTij
i,J
under bibetingelserne

g Tij =qj, t=1,...,m,
i

inj:piajzla'“an)
J

Lij > 0, alle Z,]

Da vi har at ggre med et vanligt lineart programmeringsproblem, er der sadan set
ikke noget i vejen for at lgse ved simplex-metoden. Det vil dog ofte vere ret store
tableau’er, man far med at ggre, idet der jo er mn variable og m -+ n bibetingelser.
Heldigvis findes der s@rlige metoder til disse problemer, der udnytter den struktur,
problemet har. Det skal vi se lidt neermere pa i det fglgende.

Transportalgoritmen. Vi gennemgér en metode til at finde en lgsning til transport-
problemet; algoritmen bestar af tre trin, nemlig

(1) finde en brugbar lgsning,

(2) teste lgsningen for optimalitet,

(3) forbedre lgsningen, hvis den er inoptimal.
De tre trin vil blive diskuteret hver for sig i det fglgende. Fezlles for de tre trin
er, at der arbejdes med problemet stillet pa skemaform som en (m X n)-matrix af
omkostningskoefficienterne c;; suppleret med henholdsvis en sgjle og en rakke (til
venstre og neden for matricen), hvor beholdninger og efterspgrgsler er placeret:

D1 C11 e Cin
Pm Cm1 cee Cmn
q1 e 4n

Undervejs i algoritmen vil skemaet ogsa blive brugt til andre beregninger.

Trin 1. Ved en brugbar Igsning forstas her som normalt et set af verdier af variablene
x;j, der opfylder bibetingelserne. For at finde en sddan lgsning indfgrer vi en
ordning af de n sgjle svarende til terminalerne. Denne ordning sker efter stgrrelsen

q; (mZaX Cij — miin Cij),
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der er et udtryk for den maximale besparelse opnaet ved at flytte den samlede
leverance til j fra dyr til billig transportve;j.

Hyvis j¥ er sgjlen med stgrst veerdi af denne besparelse (som indtil videre er
rent beregningsteknisk), udvalger vi denne sgjle og valger x;;0 sdledes, at g;o
tilfredsstilles pd billigst méde. Der fortsattes med s@jlen g;1 osv. indtil en kilde er
udtpmt. Herefter fjernes de sgjler, hvis efterspgrgsel er tilfredsstillet, og den kilde,
der er udtgmt, og der fortsattes pa samme made med det reducerede skema (hvor
kildernes beholdning naturligvis er formindsket med de transporter, der er tildelt
vardier). Proceduren vil ende med at have behandlet samtlige sgjler, hvorefter der
foreligger en brugbar Igsning.

Eksempel 11.1
Antag at vort transportproblem har fglgende data:

4 211 | 10| 3] 7
8 | 1| 4 7 12| 1
9 | 3 4 | 8 | 12

3| 3 4 151 6

For at finde den sgjle, der skal startes med, udregner vi besparelserne. De er:

6 21 24 30 66

Vi kan nu starte med at tildele transporter til terminal 5; det skal klart nok vare fra kilde
2, idet anden rekke har den mindste omkostningskoefficient. Samtlige 6 enheder til denne
terminal kommer da fra kilde 2, s& vi har 25 = 6 og ;5 = 0 ellers.

Ingen kilde er endnu udtgmt, sd vi fortsetter med s@jle 4, som har naststgrste
besparelse. Igen er det billigst at forsyne fra kilde 2, men denne er udtgmt efter 2 enheder.
De resterende enheder ma da komme fra kilde 1, hvorfra transporten til terminal 4 er
nestbilligst. Der bliver altsa sendt 3 enheder fra kilde 1 til terminal 4.

Vi har nu klaret terminal 4 og 5, hvorved vi har udtgmt kilde 2 og reduceret kilde 1
med 3 enheder. Det er ensbetydende med, at vi star overfor et reduceret transportproblem
— med to kilder og tre terminaler — af fglgende form:

1 2 11 10
9 3 9 4

3 3 4

For dette problem finder vi de tilhgrende besparelser:

3 6 24

Tydeligt nok er det den sidste s@jle, som rangerer gverst mht. besparelse; vi sender derfor
4 enheder fra kilde 3 (den billigste) til terminal 3, hvorefter der fortszttes med sgjle 2, der
ogsa skal forsyneds fra kilde 3. Der resterer nu 3 enheder til terminal 1, svarende til de 3
enheder, der er tilbage.
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Eksempel 11.1, fortsat
Ialt fér vi fglgende brugbare Igsning til transportproblemet:

1 3 0
0 0 0 2
0 0

De samlede transportomkostninger ved denne lgsning er T = 70.

Det bemarkes, at denne lgsning har temmelig mange 0’er. Det er ret vasentligt for
den videre procedure, at der ikke er for mange af dem; vi skal generelt bruge m +n — 1
elementer forskellige fra nul for at kunne komme videre (det har vi heldigvis her).

Vi har nu to problemer tilbage, nemlig dels at checke Igsningen for optimalitet,
dels at finde en bedre Igsning. For at checke optimalitet gar vi frem pa fglgende
made:

Trin 2. Der opstilles en tabel svarende til den oprindelige m X n matrix, med
omkostningerne c;; placeret pd de pladser, der svarer til elementer i Igsningen, som
ikke er 0. Der tilfgjes tom sgjle z til sidst og en tom ra&kke ¥ i bunden.

Et vilkarligt element i enten y eller z s@ttes til nul; derefter bestemmes alle de
endnu ukendte elementer i den oprindelige tabel samt i y og z ved betingelsen

Cij = Yi + 25, alle 7, j.
Denne regel bestemmer entydigt de resterende elementer i matricen, ihvertfald hvis
den brugbare Igsning, som checkes, har mindst m + n — 1 elementer forskellig fra
0. Imodsat fald kaldes lgsningen degenereret, og der gés frem pa serlig made, som
vi kommer tilbage til senere. Den ferdioge (m x n)-matrix (den ekstra sgjle og
raekke er ikke interessant mere) kaldes H .

Vi tager nu matricen H og trekker omkostningsmatricen C' fra. Derved fas
en matrix L, hvor der ifglge vor konstruktion star O pa alle pladser, der svarer til
ikke-nul elementer i Igsningen. De resterende elementer kan vaere negative, nul
eller positive. Hvis der findes positive elementer blandt dem, er den betragtede
lpsning ikke optimal.

Eksempel 11.2
I vort eksempel fra fgr skal vi starte med at opstille fglgende tabel:

2 3
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Eksempel 11.2, fortsat

Vi har placeret et O i nederste rekke; det kunne vare placeret hvorsomhelst i den tomme
rekke eller sgjle. Vifortsetter nu med at fylde tabellen ud under den betingelse, at elementet
i rekke 7 og sg@jle j skal vere summen af, hvad der stér i nederste raekke, yderste sgjle.
Herved fér vi:

S| W
A~ I (W

2
1
3
0

S (| W = [
W

8
7
9
6 1 1

Efter at have gjort dette, sammenligner vi matricen af de fgrste m rakker og n sgjler med
omkostningsmatricen. Det ses, at der er et positivt element i differensmatricens 2. rakke,
2. sgjle, nemlig 3. Vi konkluderer, at den betragtede lgsning ikke er optimal.

Trin 3. Hvis optimalitetschecket viste, at en lgsning ikke var optimal, blev der
samtidig fundet pladser i differensmatricen L, hvor de tilhgrende elementer /;;
var positive; velge i og j¥, si at elementet /;0 jo er det stgrste af disse positive
elementer.

Vi laver nu en rundtur fra position (i°, j°) blandt de positioner (i, j), som
svarer til ikke-nul elementer i den givne lgsning x. Det sker ved, at vi fra punktet
(4%, 7°), som vi betegner Py, bevager os til nermeste z-element i samme rekke
i, siledes at den tilhgrende sgjle har to z-elementer, dette punkt kalder vi P, fra
Py i samme sgjle til det andet x-element P5, derefter igen videre i P,’s reekke pa
samme made som tidligere (til neermeste endnu ubrugte z-element, hvis sgjle har
endnu et x-element), og sa fremdeles. De enkelte x-elementer ma naturligvis kun
bruges én gang; til gengeld regnes Py med blandt dem, og derved vil rundturen for
eller senere ende med F.

Nar vi har en sadan rundtur, giver vi punkterne fortegn henholdsvis + og —
startende med Py (det kommer automatisk til at passe med, at sidste punkt fgr Py
har —). Vi finder dernast mindste tal £ blandt tallene x;; hgrende til de punkter,
der har fortegn —, og den oprindelige Igsning modificeres nu ved at tildeles £ pé
alle pladser, hvor der star +, og treekkes £ fra overalt hvor der star —.

P& grund af den made, vi har konstrueret rundturen pé, er den modificeres
lgsning stadig brugbar. Den kan nu checkes for optimalitet, og der kan fortsattes.

Degenererede lpsninger. Det eneste, der mangler i vor transportalgoritme, er en
forskrift for, hvad vi ggr i det tilflde, hvor der ikke er m-+n —1 elementer forskellig
fra O i en brugbar Igsning. Der kan efter omstendighederne vere adskilligt ferre
ikke-nul elementer.

Hvis dette skulle forekommes, @ndres fremgangsmaden i algoritmens trin
2: Fgrst forsgges sd& mange som muligt af tabellens positioner udfyldt, idet der
som s&dvanlig startes med et O et sted 1 den nederste rekke eller den sidste sgjle.
Nar dette stopper, vil der stadig vere tomme felter i sével tabellens indre som
yderste rekke eller sgjle. I et af disse tomme felter skriver vi nu den oprindelige
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Eksempel 11.4

I vort gennemgdende eksempel er positionen (2, 2) faktisk den, der giver det maximale
element i differensmatricen, og vi laver derfor en rundtur herfra. Den kommer til at se ud
som pa figur 1, hvor vi ogsa har angivet fortegn savel som det tal, der af den hiditige 1gsning
blev foreskrevet til den pageldende plads.

- @ +

+

Q
'1

+ >l -

Efter modifikation i overensstemmelse med reglerne ovenfor fas nu en ny lgsning

De samlede transportomkostninger ved denne lgsning er Tc = 67.

Denne lgsning er igvrigt optimal; det kan ses ved at gennemfgre proceduren fra trin 2,
hvor man far en differensmatrix med alle elementer (panaer dem, der stammer fra lgsningen)
negative. Det sidste (negative snarere end blot ikke-positive elementer) betyder igvrigt, at
Igsningen er entydig.

omkostningskoefficient, hvorefter vi kan ga videre med den saedvanlige procedure.
Dette svarer til, at den brugbare lgsning @ndres ved, at der tilfgjes en meget lille
transport €; fra en af kilderne til en af terminalerne; det indfgjer man i sin Igsning.
Skulle forsgget pé at fylde tabellen ud ga i sta nok en gang, ggr man det samme,
der sattes koefficienter ind pa en plads, hvor der tilsvarende i lgsningen placeres
endnu et €2, og sa fremdeles.

Derved gdel®gger man strengt taget brugbarheden af Igsningen; men hvis den
nye “na&sten-brugbare” og ikke-degenererede Igsning alligevel viser sig ikke at vaere
optimal (mht. omkostninger), vil man alligevel skulle modificere den i n@ste trin.

Der forts@ttes nemlig nu med den nye Igsning (med £’erne) pa samme made
som fgr, dvs. med optimalitetschecket 1 trin 2 og forbedringen i trin 3. Hvis der
ikke er positive elementer 1 differensmatricen, er den oprindelige Igsning (uden €’er)
optimal. Hvis der er positive elementer, bruges den stgrste til at lave en rundtur,
og lgsningen modificeres i overensstemmelse med denne. Det kan godt ske, at det
undervejs kun er et af de kunstige <’er, der skiftes rundt i lgsningen. Det skal man
ikke tage sig af, det ender, som det skal alligevel.

2. Teorien bag transportalgoritmen

Som vi har set, bestar algoritmen til Igsning af transportproblemer af tre dele, nemlig

(1) Finde en brugbar Igsning (med hgjest m + n — 1 ikke-nul elementer),
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(i) Optimalitetscheck,
(i11) Opdatering af 1gsning.

Hver af disse beregningstrin kan umiddelbart forekomme mystiske, men de
er det egentlig ikke. Der er blot tale om en algoritme til Igsning af et specielt
LP-problem, hvor man kan komme let igennem ved at bruge en slags slingrekurs
mellem det oprindelige og det duale problem.

At der er mening med tingene, vil fremga at det fglgende. Vi tager
beregningstrinene et ad gangen:

Trin (i): Vi skal finde en brugbar lgsning, og det er 1 princippet ikke nogen serlig
sver opgave, givet at summen af efterspgrgslerne er lig summen af beholdningerne
i kilderne. Det betyder nemlig, at der ihvertfald findes en brugbar lgsning (man
kan jo bare starte fra gverste venstre hjgrne og dele ud, sa leenge der er noget at
give af og terminalen ikke har faet nok). I samme &ndedrag noterer vi os lige
— det er nemlig godt at vide senere hen - at der faktisk findes en optimal plan
(mangden af brugbare planer er kompakt og den er ikke-tom, har vi lige set; sa
antager omkostningsfunktionen sit minimum et eller andet sted). Vi risikerer altsa
ikke at skulle lede efter noget, der ikke findes.

Der er den hage ved en alt for intuitiv tilgang til at finde brugbare Igsninger,
at vi vil have en, som er nul for alle panar hgjest m + n — 1 af de ialt mn variable
x;;. Hvorfor vi insisterer pa det, ser vi under naste punkt. Indtil videre er det bare
et krav stillet til vor fremgangsmade.

Selv denne betingelse lader sig ret let opfylde, men det er rart at have en sikker
forskrift, og den, vi bruger, er sikker. Det viser vi lige:

Vi bruger et induktionsbevis efter summen af rekker og sgjler i tabellen af
omkostningskoefficienter. Denne sum er > 2; hvis den er 2, har vi det ret simple
transportproblem med kun en kilde og en terminal; der er kun en lgsning, som bade
er brugbar og optimal, og der er selvfglgelig hgjest ét ikke-nul element i1 lgsningen
(for der er kun en variabel). Lad os s antage, at vi har vist, at vor procedure giver
hgjest m + n — 1 ikke-nul elementer i lgsningen for alle problemer med m +n < k
for et vist kK > 2, og at vi nu har et problem med m + n = k.

Vi kgrer efter bogen, finder spendene og begynder at tilfredsstille den bedst
rangerede terminal. Nar vi nu fgrste gang tildeler s meget som muligt fra den
billigste kilde sker der en af to ting: Enten udtgmmer vi denne kilde, og problemet
reducerer til et nyt med en reekke mindre, eller vi tilfredsstiller terminalen fuldt ud,
hvorved problemet reduceres til et med en sgjle mindre. I begge tilfalde arbejder
vi videre med et transportproblem, som har summen af rekker og sgjler en mindre
end det oprindelige problem. Her galder induktionsantagelsen, sa der er en lgsning
til dette med hgjest m + n — 2 ikke-nul elementer. Hertil l&gger vi den tildeling,
vi startede med, og har ialt en lgsning til det oprindelige problem med ikke over
m + n — 1 ikke-nul elementer.

Trin (ii): Optimalitetschecket bygger pa, at det oprindelige problem har et dualt,
som pa visse mader er nemmere at handtere.
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For at gennemskue dette skriver vi lige transportproblemets bibetingelser pa
matrixform. De kommer til at se saledes ud

1 1 ...100 ... 00 ... ... 0 (:m\
00 ... 01 1 1 0 ... ... 0 719 (51\
Tin = Sm
1 0 01 0 0 1 0 o dy
0 1 0 0 1 0 0 0 ) :
f \ d,
\ )

Systematikken er her, at de fgrste m bibetingelser, der gar ud pa at ikke ma sendes
mere ud af en kilde 7, end der er, drejer sig om at summere alle x;; med 7 pa fgrste
plads; derfor far vi en reekke med 1-taller pa n hinanden fglgende pladser. De sidste
n bibetingelser gar pa terminalerne; her skal der summes over fgrste koordinat i
x;j5, 54 vi far vektorer, hvor der stdr 1 hver n’te gang og ellers 0.

Nar vi laver det duale, skal vi for det forste maximere i stedet for at minimere.
Lad os kalde de duale variable for w4, ..., u,, og vy, ...,v, svarende til sgjlen pa
hgjre side overfor. Kriteriefunktionen er altsa

D siti+ Y djvy,
i=1 j=1
som vi maximerer under bibetingelserne
t(1 1 ... 100 ... 00 ... ... 0 e\’
“N oo 001 1 ... 10 ... ... 0 1
. :
m < | ¢in
v 10 01 0 01 ... ..0|=|
: 01 ...0071 ..00 ... ..0 ,
/o S

(tegnet ' star for, at sgjlerne er transponeret; det er egentlig reekker). Det ser
formidabelt ud, men det snyder lidt; ganger vi det stygge matrixprodukt ud, far vi
bare ulighederne

U; + Vj S Cij

for alle ¢, 7 (prgv!). Da det oprindelige problem var givet ved lighedstegn, er der
ikke nogen betingelser om ikke-negativitet pa de duale variable.

Nu vender vi tilbage til vort optimalitetscheck. Lad os nemlig antage, at vi
har en brugbar lgsning (x;;) til transportproblemet, og at vi har faet opgivet nogle
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veerdier u;, v; af de duale, som opfylder bibetingelserne ovenfor. Sa er de altsa
brugbare lgsninger. Antag endvidere, at de opgivne vardier er sadan at der galder
lighedstegn

U; -+ vj = C'L'j

for de (i, j) for hvilke z;; # 0. Sa kan vi opggre de samlede omkostninger som
D cimiy =) (wi+vy)
1] 4]
=D D (it v)wyg =Y ui(d wiy) + )Y vimiy
i J i g

7

= Zsiui + ZZUja:ij = Zsiui + Zvjdj.
i i j

%

Der er manipuleret lidt i denne udledning: fgrst erstattede vi ¢;; med u; + vj;
det gar godt, for hvis der ikke galder lighedstegn, er det tilhgrende x;; alligevel
lig nul. S& nusser vi lidt med dobbeltsummen; det kommer ud pa at summe i en
smart rekkefglge, sd at man kan bruge det man ved og summerne af x;; over et af
fodtegnene.

Nar vi fgrst har dette udtryk, kan vi se, at de duale variable er bade brugbare
og optimale, for et vilkarligt st duale variable vil altid give en kriterievaerdi, som
er < den mindst mulige i det oprindelige program; er de lig hinanden, ma vi vare
i optimum (dette er intet andet end hoveds@tningen om line@r programmering, sa
vi bliver ikke synderlig overraskede).

Dermed har vi begrundelsen for det umiddelbart noget mystiske optimalitets-
check. Det drejer sig blot om at konstruere sig et s&t u;’er og v;’er, der opfylder
betingelserne om lighedstegn der hvor x;; ikke er nul, og som er < ellers. Lykkes
dette, er man i optimum.

Hvad sa med det indledende 0? Og de lidt underlige €’er, som man kan fa brug
for? Det er egentlig af mindre betydning her, men det bliver vasentligt i n@ste trin,
sa lad os tage denne sag med:

Nar man skerer igennem de maleriske detaljer, er transportalgoritmen egentlig
blot en slags sterkt tilpasset simplex-metode. Man kgrer faktisk fra basislgsning til
basis-lgsning, og man skifter en variabel ind 1 basis hvis den giver et godt bidrag til
optimum. Det ser vi om lidt. Men referencen tilbage til simplex og til basislgsninger
giver straks forklaringen pa, at vi har brug for en lgsning med kun m +n — 1 ikke-
nul elementer; sddan ser basislgsningerne nemlig ud. Der er ganske vist m + n
rekker 1 bibetingelsesmatricen, men de er ikke uathengige! Man kan f.eks. udlede
den sidste fra de gvrige: En transportplan, som opfylder alle bibetingelser panar
muligvis den om at leverancerne til sidste terminal skal vare lig efterspgrgslen,
ma ngdvendigvis ogsa opfylde denne sidste betingelse (check selv). Nu ved vi,
hvorfor det var vigtigt at finde den fgrste transportplan pé den lidt specielle made;
den sikrede os en basislgsning.
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Hvis der er feerre end m + n — 1 ikke-nul elementer, mé vi supplere op med
variable, som sa kommer med i basis pa nul-niveau. Det kan man ogsa komme ud
for i simplex, hvor det dog ikke optraeder si ofte som lige her. I transportalgoritmen
er der tradition for, at man markere dette nul-niveau med et ¢, der altsa er sa lille,
at det faktisk er nul. Nar man alligevel har det med, er det fordi en basis skal have
m-+n— 1 variable; det er da bedre at skrive € end 0, sd man ikke selv bliver forvirret.

Trin (iii): Med al vor viden fra det foregaende bgr vi ikke blive overraskede over, at
vi interesserer os for det element i tabellen, hvor forskellen mellem vor udregnede
u; + vj 0g c;; er stgrst mulig (og positiv hvis optimalitetschecket slog fejl). Det
svarer faktisk til at vi i simplex opsgger den mest interessante ikke-basisvariabel
ved at inspicere koefficienterne i c-rekken.

Vi skal nu have denne variabel ind 1 vor basis. I simplex-algoritmen laver man
et pivotstep; vor rundtur er faktisk en tilsvarende historie: Hvis vi skal give den
nye variabel x;; positiv veegt, m vi jo reducere strgmmen fra kilde ¢ tilsvarende et
andet sted. Dette andet sted skal vare saddan, at den terminal, som nu far mindre
fra 7, kan fa mere fra en anden kilde; da den nye kilde skal yde mere til terminalen,
ma der reduceres til en anden osv., indtil vi er tilbage ved udgangspunktet. Det er
fra denne beskrivelse oplagt, at en sddan omdirigering altid er mulig; man risikerer
altsa ikke, at der ikke kan findes nogen rundtur.

Nar vi derefter finder den mindste strgm, der kan omdirigeres pa denne made,
svarer det til sammenligning af b-re&ekke og ny basisvariabel-rekke i simplex-
tableauet. Nok engang er der er intet nyt under solen, det er blot kommet til at se lidt
anderledes ud, og det er blevet lettere at handtere. Teknisk sparer man en lang reekke
irrelevante beregningstrin (affgdt af de mange nuller i bibetingelsesmatricen). En
sadan besparelse er vard at tage med; den er s@rdeles fglelig, nar problemerne er
tilstrekkelig store.

3. Assignment-problemet

Tet knyttet til transportproblemet — ihvertfald hvad angar den formelle struktur —
er det sakaldte assignment-problem. Vi har her et vist antal, n, arbejdere, der hver
er 1 stand til at udfgre det samme antal, dvs. n forskellige jobs. Vi antager, at vi har
et mél for arbejder ¢’s praestation pé job j i form at en karakter eller et pointtal r;;.
Opgaven er nu at anvise pracis ét job til hver arbejder, og at ggre det pa en sddan
maéade, at det samlede pointtal bliver stgrst muligt.

Umiddelbart drejer dette sig om at velge en bestemt bland alle de n! mader, pa
hvilke man kan anvise n jobs til n arbejdere. Men hvis n er et stort tal, bliver tallet 7!
ganske enormt, og det er praktisk uigennemfgrligt at sgge alle disse kombinationer
igennem.

I stedet kan man da formulere opgaven som et maximeringsproblem: Vi sgger
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en matrix
I11 .. T

X =
Tnl -+ Tpn

hvor hvert enkelt element x;; er enten O eller 1, sdledes at
TR = Z xZ; 5 T; 7
1,3

er maximal, nar der samtidig skal geelde, at i hver rekke og i hver sgjle i X er der
kun ét ikke-nul element.

Umiddelbart virker det ikke, som om der herved er opnéet nogen lettelse, for
vi skal stadig lede efter lgsninger med s@®rlige egenskaber — her en matrix, hvis
ikke-nul elementer er placeret pa en ganske bestemt made. Det er dog alligevel en
god indgangsvinkel; pointen er, at vi har faet vort problem omformet til noget, vi
har metoder til at lgse.

Mere om Konig’s scetning. 1kapitel 9 diskuterede vi todelte grafer og fik blandt
meget andet et resultat om todelte grafer, den sakaldte Konig’s s@tning (s@tning
3). Dette — tilsyneladende ret abstrakte — resultat viser sig at vere ngglen til en
algoritme til lgsning af assignment problemet, nemlig Kuhn’s ungarske metode
(opkaldt saledes af Kuhn, fordi Konig var ungarer.

For at fa dette frem skal vi en lille omvej; ved strukturrangen af en matrix A
forstas det stgrste tal r, sdledes at der findes elementer forskellige fra O, der stér i r
forskellige rekker og r forskellige sgjler i matricen A. Matricen

3 0 0 0
0 0 2 -1
0 01 -0.5
2 0 0 0

har strukturrangen 3, for der er ikke-nul elementer pa pladserne (1,1), (2,3) og
(3,4) (hvor det ses, at ingen raekke eller sgjle optreder mere end én gang), men vi
kan ikke finde 4 tilsvarende positioner. Det bemarkes i farten, at den sedvanlige
rang af matricen ikke svarer til strukturrangen; i vort eksempel er der kun 2 line@®rt
uafhaengige sgjlevektorer, sa rangen er 2.

Vi har brug for en omformulering af Konig’s s@tning:

Strukturrangen af en matrix A er lig med det mindste antal reekker og sgjler i
A, der tilsammen indeholder alle fra nul forskellige elementer i A.

For at bevise dette betragtes den todelte graf I', hvis punktmangde er
V=ViuVy hvor Vi = 1,...,merde mraekkeri Aog Vs = 1,...,n de
n sgjler i A. og hvor to punkter er forbundet med en kant netop nar a;; # 0. Vi har
da, at strukturrangen netop er | M|, hvor M er en maximal parring i I".
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Vi har nu, at dette tal | M| er lig med stgrrelsen af den mindste overdekning
i grafen, hvilket vil sige den mindste mangde af punkter, saledes at enhver kant
er incident med et punkt fra ma@ngden. Men da punkter netop er rekker eller
s@jler, svarer dette til at vaelge det mindste antal reekker og sgjler, sa at alle ikke-nul
elementer er i en af disse rekker og sgjler. 0

I vort eksempel har vi, at vi f.eks. kan dekke alle ikke-nul elementer ved at
bruge fgrste, tredie og fjerde sgjle i matricen; vi kan altsa klare os ved sgjler alene,
men man kan godt komme ud for at skulle bruge begge dele.

Séaledes som sa@tningen ovenfor er formuleret, kan vi ikke umiddelbart bruge
den i algoritmen; sagen er, at vi er mest interesserede i det “omvendte” tilfelde,
hvor deter 0’ernes placering snarere end ikke-nulelementerne, der er udslaggivende.
Dette tilfeelde har vi formuleret nedenfor; det er helt oplagt, at argumentationen er
ngjagtig den samme (grafen i beviset skal blot defineres séledes at der er en kant
mellem en reekke 7 og en sgjle j netop nér a;; = 0:

Lad A vere en m x n matrix. Det maximale antal elementer lig nul, som
er placeret i forskellige reekker og forskellige sgjler, er lig med det minimale antal
sgjler eller reekker, der skal bruges til at dekke alle nulelementer.

Bemerk, at det maximale antal nulelementer, som ikke star i samme rakke
eller sgjle, stadig kan identificeres med en maximal parring 1 en todelt graf. Som vi
sa i kapitel 9, kan en sddan parring findes ved hjelp af maximal-strgm algoritmen.
Vi kan derefter konkludere, at det fundne maximale sat af nuller i matricen svarer
til en minimal dekning med reker/sgjler, noget som viser sig nyttigt.

Kuhn’s ungarske metode. Vi vender nu tilbage til assignment-problemet fra
fgr. Vi vil hellere handtere et minimum end et maximum, og derfor omformuleres
problemet lidt: I stedet for matricen

T11 T1n
R =

i1 .- Tnn
betragter vi en matrix S, hvis (, j)’te element s;; er givet ved
S'L'j =T — Tij'

Vort problem kan da formuleres som: Find en permutation (i1, ... ,4,) af tallene
{1,...,n},saledes at T's er minimal, nar

TS = S1i4 +32i2 —+ ... +Snz'n-

Pointen er nu, at den permutation, der minimerer 7Tg, ogsa vil vere minimerende
for den matrix, der fremkommer fra .S, hvis vi trekker et tal u; fra alle elementer i

185



en rekke 7 eller treekker v; fra alle elementer i en sgjle j: For enhver permutation
af tallene {1,...,n} vil vi nemlig formindske det i’te led med u;, og tilsvarende
vil det led, for hvilket permutationen udpeger sgjle j, blive formindsket med v;.
Det betyder, at vi kan omforme den givne matrix S til en matrix pa sdkaldt
standard form ved at gennemfgre to operationer:
(1) For hver ra&kke ¢ erstattes elementerne s;; med

. . . _
Sij = Sij —mklnsik, g=1,...,n;

(2) For hver sgjle j ersattes s;; med

Sij = Sij — m}jnshj, i=1,...,n.
Den resulterende matrix S* har nu mindst et nul i hver reekke og i hver sgjle.

Vi bestemmer nu det maximale antal nuller saledes at hvert O star i sin egen
rekke/sgjle; lad os kalde det v. Ifglge korollaret er det lig med det minimale antal
rekker eller sgjler ngdvendige for at dekke alle nul-elementer. Der er to tilfelde:

(a) v = n. Vi kan da finde en permutation af {1,...,n} séledes at der
star 0 i alle de padgazldende elementer af S*. Det checkes let, at dette
svarer til en lgsning til det oprindelige problem.
(b) v < n. I dette tilfelde ma vi fortsette med en reduceret udgave af
problemet: Der er v reekker eller sgjler, sdledes at S*’s nuller alle ligger
i disse rekker eller sgjler. Fjern disse; derved fremkommer en matrix .S,
der ikke ngdvendigvis er kvadratisk.

Lad

h = min 5,5,
i,J

trek h fra alle elementer i S* som ikke var dekket af de v rekker eller
sgjler, og leg h til de elementer, der er dekket to gange. Den resulterende
(n X m) matrix betegnes med S7.

Vi kan nu gentage den oprindelige procedure for S* pd S7; herved
fas enten en Igsning, eller vi mé forts@tte med at revidere problemet som
ovenfor, indtil vi har en lgsning, for hvilken tilfelde (a) holder.

Det er ikke pd forhand oplagt, at denne procedure faktisk vil ende med en
lgsning (efter et endeligt antal gennemlgb). Men det vil den: Vor revision af
problemet svarer til at legge h til hver af de dekkende rekker/sgjler, efterfulgt af
subtraktion af A fra hele den resulterende matrix. Med andre ord, vi har

Z(s’{)l-j = Zs;‘j —nh(n —v) < Zsfj,
i, ,J %,J

idet vi fgrst til summen af alle elementer i matricen har lagt hnv og derefter har
trukket hn? fra.

186



*

Men heraf ser vi, at der i hver iteration sker en reduktion i stgrrelsen  _; . s7,

og derfor kan processen kun lgbe 1 endelig mange trin.

Eksempel 11.5

Betragt assignment problemet med savings-matrix

4 4 5 2 3 8 5
4 5 3 2 1 9 4
6 4 1 8 10 2 14
7 8 5 9 4 12 15
2 5 3 4 3 5 4
4 7 2 3 1 6 4
7 10 10 4 3 4 5

Der reduceres fgrst i rekker ved at fratraekke minimum, hvorved vi far matricen

_wWw O Wwotw N
O Wk Wk
R PR ONW
NN = O
SO OOOHR
— Ot W oo~ oo

3
3
13
11
2
3
4

Dernast reduceres i sgjler, igen ved at minimum i s@jlen fratrekkes alle andre elementer,
og vi far:

1
1
1

—

=W O WotwiN
QU RN =D O
R R PRONW
NN O~ O
OO O OO
OB NJO U

9
0
1
2

Vi er nu klar til at lede efter uafth@ngige nuller. Fra fgrste sgjle kan der kun tages ét
0, fra anden sgjle ligeledes, og allerede nu har vi valgt rekker, som har de eneste nuller i to
senere sgjler, sé det ser kraftigt ud som om der hgjest er 5. Det bekraftes af, at alle nuller
faktisk kan overdekkes med 5 linier, idet vi bruger 1.,3.,5. og 7. rekke samt 5. sgjle, vist
nedenfor med fede typer:

20 3 015 1
3 2 2 1 07 1
5 1 0 7 9 0 11
3 215 07 9
011 21 2 0
341 2 04 1
4 5 71 0 0 2

Vi finder nu minimum af de udaekkede, som er 1, som trekkes fra alle de udaekkede,
mens det l&gges til de dobbelt dekkede (elementerne i 5.sgjle og 1.,3.,5., og 7. rekke):
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Eksempel 11.5, fortsat

20 30 2 6 1
2110 0 7 0
5 1 0 7 10 1 10
2104 0 7 8
0112 2 3 0
23 01 0 4 0
346 0 1 0 1

Nu gentages vores sggning efter uafh@ngige nuller, og denne gang lykkes det at finde syv,
angivet med fede typer. Dermed har vi fundet en optimale lgsning; den fortller, at 1. sgjle
skal parres med 5. rekke, 2. sgjle med 1. rekke, osv.

4. Opgaver

1. Efter en RgdeKors indsamling er der indkgbt et antal vareparti, som skal bruges
i ngdhjelpsarbejdet. Varerne er opmagasineret pa flyvestationerne i Karup (100
t), oAlborg (25 t), Vearlgse (50 t) og Skrydstrup (25 t), og der skal sendes 100 t til
Tyrkiet, 50 t til Teheran, 25 t til Etiopien, og 25 t til Bangladesh. Fragtpriserne (kr.
pr. kg.) er som fglger:

Tyrkiet Teheran Etiopien Bangladesh

Karup 14 17 12 21
Verlgse 13 16 14 18
Alborg 17 24 10 22
Skrydstrup 12 21 13 20

Find den billigste transportplan.

2. En virksomhed har 4 produktionssteder og 4 forskellige grossister for sit produkt.
Virksomheden gnsker at at minimere transportomkostningerne ved leverancer fra
fabrik til grossist. Stykomkostningerne ved alternative leveringsmuligheder er som
vist:

grossister:
1 2 3 4
fabrikker: 1 2 4 10 9
2 4 1 12 10
3 10 8 2 4
4 9 9 2 2

Der produceres 12 enheder 1 fabrikkerne 1 og 2, 8 enheder 1 fabrikkerne 3 og 4.
Grossisterne 1 og 2 skal have leveret henholdsvis 9 og 11 enheder, mens 3 og 4
begge skal have 10.

Find den optimale transportplan.
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Virksomheden opnar nu rabat pé transporten fra fabrik 2 til grossist 3, s at
stykprisen pa transport @ndres fra 12 til 9. Hvorledes pavirker det den optimale
plan?

Efterspgrgslen fra grossist 1 vokser nu fra 9 til 13. Hvorledes bliver det
optimale transportmgnster, hvis den ggede efterspgrgsel skal klares af fabrik 2?

Det besluttes nu, at det ikke ngdvendigvis er fabrik 2, som skal producere de
yderligere 4 enheder, men at disse skal laves saledes, at de samlede transportomkost-
ninger minimeres. Hvordan skal der produceres og transporteres?

3. I forbindelse med en udbygning af infrastrukturen er det besluttet at bygge broer
over Langelandsbalt, Smalandshavet, Kattegat og Alssund. Der er indkommet
tilbud pa alle disse projekter fra 6 forskellige konsortier. Disse tilbud er vist i
matricen, hvor rekkerne angiver konsortier, sgjler projekter (i ovenfor angivne
rekkefglge), alt 1 mia. 1995-kroner:

32 17 29 20
29 21 25 23
30 20 25 25
30 15 27 21
29 24 23 20
29 18 29 19

Hvem far kontrakterne?

4. En bilforhandler har et lager af brugte biler, og han har haft forhandlinger med
et antal kgbere, hvorved han er néet frem til et bud pd, hvad hver kunde vil give for
de biler, han har pé lager. Denne sammenhang ser saledes ud (i tusinde kroner):

Bil:

1 2 3 4 5 6
Kgber:
Antonsen 12 14 9 13 10 16
Bgrgesen 11 13 15 17 13 11
Corneliussen 9 15 9 14 12 13
Danielsen 10 12 11 13 14 14
Eliassen 13 10 15 10 16 15

Find ud af, hvilke biler der skal afsattes til hvilke kunder.

5. Ved det nyoprettede Institut for Markedsmerkonomer i Ledgje skal man
tilrettelegge eksamen. Alle medarbejdere er timelgnnede, sa der gnskes en
arbejdsfordeling, som giver mindst muligt tidsforbrug.
Der er skriftlige eksaminer i fem fag. Antal studenter, der gar til eksamen, er
anfgrt i parentes:
Markedsanalyse (10)
Erhvervsgkonomi (25)
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Afsatningsgkonomi (15)

Nationalgkonomi (30)

Samfundsbeskrivelse (20)
Der er ansat ialt 5 timelerere (A,B,C,D og E). Der er gennemfgrt tidsstudier, saledes
at man har fastlagt tidsforbruget ved retning af en eksamensopgave 1 hvert fag for
hver af lererne som fglger:

Fag: A B C D E
Mark. 10 8 12 16 6
Erhv.gk. 6 14 12 10 8
Afs.gk. 6 6 8 8 10
Nat.gk. 8 10 10 8 10

Samf.beskr. 7 9 7 7 9

Lererne aflgnnes i overensstemmelse med disse normerede tidforbrug pr. opgave,
og timelgnnen er 250 kr. Det er endvidere fastsat, at alle lerere skal have lige
mange opgaver til retning.

Find den billigste opgavefordelingsplan.

Det viser sig nu, at til soretering af besvarelserne savel som addressering og
pakning bruges sekreterer pa overarbejde. Det foreslas derfor at lade hver larer
tage alle besvarelserne fra netop ét fag.

Find den billigste opgavefordelingsplan i den nye situation.

Efter at opgaverne er pakket i kuverter, kgrer instituttets betjent ud med dem
til leererne i tjenestebilen. Pakningen af hver kuvert tager forskellig tid for hvert
fag, nemlig:

Mark. FErhvgk. Afs.gk. Nat.gk. Samf.beskr.
14 20 8 16 10

Betjentens transporttid til hver af timel@rerne er: A:10, B:15, C:20, D:13, E:15.
Man har et tilbud fra “De sorte cykelryttere” om at gennemfgre transporten indenfor
8 minutter (til samme timelgn pa 175 kr.). Hvor meget kan spares?

5. Litteratur

Som det fremgar, er transportproblemet blot en s@rlig udgave af line@r program-
mering, hvor det er bekvemt at bruge rutiner, der knytter sig til problemet, fremfor
en generelle “all-purpose” metode (simplex).

Assignment algoritmen stammer fra Kuhn (1950); nar den kaldes “ungarsk”,
skyldes det anvendelsen af Konig’s s&tning.

190



KAPITEL 12

Optimale rekkefglger

1. Rekkefglgekrav

En lang rekke af produktionsprocesser vil ved n@rmere eftersyn vise sig at bestd
af enkeltopgaver, som er indbyrdes afh@ngige 1 den forstand, at de legger beslag
pé samme faciliteter i form af medarbejdere og produktionsudstyr, og som gensidig
stiller krav til hinanden: Det ene job kan ikke pabegyndes, fgr det andet — eller en
kombination af visse andre — job er fuldendt.

Manglende hensyntagen til sddanne raekkefglgekrav i produktionen vil fgre
til, at store dele af produktionsapparatet kan komme til at sta stille, mens der ventes
pé, at en mindre detalje ggres fgrdig. Det er oplagt utilfredsstillende og inoptimalt,
og der er derfor behov for en systematisk metode til at finde den bedst mulige
rekkefglge af enkeltdelene af en given produktionsproces, eller et projekt, som det
gerne kaldes i denne forbindelse.

Der findes en ra&kke heuristiske — og i mange tilfelde naturligvis fuldt
tilstreekkelige — mader at klare rekkefglgeproblemet pa. Den kendteste er nok det
sakaldte Gantt-kort (se figur 1). Kort fortalt er Gantt-kortet et koordinatsystem
med en vandret tidsakse og en lodret akse, som angiver kapaciteten af det
aktuelle produktionsapparat. De enkelte jobs i projektet kan da reprasenteres ved
rektangula@re papstykker og s@ttes ind i Gantt-kortet. Nar det er sket, vil man ved at
flytte rundt pa jobs kunne finde en raekkefglge, der overholder savel de indbyggede
krav som kapacitetsrestriktionerne.

Om den fundne lgsning er den bedst mulige, kan man naturligvis ikke aflese.
Her m& man stole pa sit gjemal. Det er i mange — maske i hovedparten — af de
praktisk forekommende tilfelde ogsa fuldt tilstreekkeligt, men pa den anden side
giver det ikke hj®lp i de tilfelde, hvor der er virkelig mange detaljerede jobs. Hertil
kraeves en ny systematik, og det er den, vi ser pa i kapitlet.

2. Projektet som netverk

Til vor videre behandling af problemstillingen skal vi benytte hjelpemidler fra det
foregdende, fremfor alt netvaerk. Ideen er at lade de enkelte jobs i projektet svare til
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Kapacitet #

» Tid

Figur 1

orienterede kanter i et netvaerk. Til en sddan kant e har vi da en kapacitet c., nemlig
varigheden af det pageldende job. Rekkefglgekravene kommer til udtryk ved at
man for enhver passage i netvaerket fra s til ¢ ma passere kanterne i en bestemt
orden.

Inden vi gér videre med at opstille netvaerket hgrende til et givet projekt, vil
vi illustrere tankegangen med et eksempel, hvor der allerede foreligger et netveaerk.
Betragt saledes netvarket i figur 2. Der er her et projekt bestaende af

JObsjA? jBa s 7jK

med visse teknisk givne krav til rekkefglgen, nemlig

® j4 og jp kommer for jp,

e j5 kommer for jr og jF,

e jc kommer for Jg,

® jr 0og jg kommer for jr,

e jp kommer fgr jx .

Netvarket 1 figur 2 har netop disse egenskaber. Bemark at der foruden
de kanter, der svarer til jobs i projektet, ogsa er nogle, der ikke modsvares af
jobs (sakaldte “dummy”-kanter). De er medtaget for at netvaerket kan respektere
rekkefglgekrav i de situationer, hvor et job ath@nger af, at mere end et af de gvrige
jobs er ferdiggjort, saledes som det f.eks. gelder i v1, hvor job j4 og job jp er
tilendebragt.

Det er klart nok lettere at checke, at et givet netvark opfylder en raekke krav,
end at opbygge netverket fra angivne rekkefglgebetingelser. Det sidste er dog
ikke serlig sveert sd snart vi har indset, at netvaerkets punkter ikke har nogen serlig
betydning, og at vi kan tilfgje dummy-kanter efter gnske.

Den generelle fremgangsmade er som fglger: Lad projektet P bestdende af
ialt £ jobs,

P = {j17 oo 7j/<:}7

og lad der vere givet en rekke betingelser om rekkefglge af jobs, formuleret som en
partiel ordningsrelation “kommer fgr” pa P. Vikonstruerer nu et tilhgrende netvaerk
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N med underliggende orienteret graf T' = (V, E') som i en trinvis procedure som
folger:

Trin 1: Vi starter med et punkt s og for hvert job 7, der er minimal for
relationen “kommer fgr” (hvilket sagt med almindelige ord blot betyder,
at der ikke er nogen jobs, der skal komme f@r), en kant fra s til et nyt
punkt v(j). Grafen konstrueret i trin 1 betegnes med I'y, og mengden af
endnu ikke placerede jobs betegnes med P .

Trin ; > 1: Fra mangden P,_; af endnu ikke placerede jobs udtages de
jobs j, for hvilke et enkelt job eller en mangde af jobs i I';_; kommer
for 5. Hvis kun et enkelt job kommer for, dvs.

5" kommer fgr 7,

tilfgjes en kant fra v(j’) til et nyt punkt v(7). Hvis mere end en kant fra
I';_1 kommer fgr 7, lad os sige

Jis---,Jr kommer fgr j

tilfgjes for hver kant j1, ..., 7, en dummy-kant til et nyt punkt

U(jla S 7j7’)

og en kant fra v(j1,...,J,) til endnu et nyt punkt v(j). Den herved
fremkomne graf betegnes I';, og m@&ngden af resterende jobs betegnes
P;. Hvis P; = (), tilfgjes der et punkt ¢ og for hvert punkt v i T';, for
hvilket der ikke er noget kant, som forlader v, en dummy-kant fra v til £,
og proceduren er afsluttet. Hvis P; # (), fortsettes.

Ved at benytte fremgangsmaden angivet her, far man ihvertfald et netverk, der
kan bruges. Det er dog ikke eneste mulige repra@sentation — og som oftest ikke den
mest elegante. Det kan man se af figur 3, hvor vi har brugt proceduren pa det samme
eksempel som i figur 2. Der kommer lidt rigelig med dummy-kanter ud af det; det
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kan der dog ofte rades bod pa efterfglgende, og proceduren ovenfor tjener f@rst og
fremmest til at dokumentere, at et repreesenterende netvark kan konstrueres helt
mekanisk udfra givne rekkefglgekrav.

3. Den kritiske ve;j

Nar vi har projektet representeret ved et netvaerk — enten konstrueret som i forrige
afsnit eller fremkommet pa anden vis — kan vi bestemme, hvor lang tid der ihvertfald
ma gd, og hvornar vi tidligst kan igangsette de enkelte jobs. Det sker gennem
bestemmelsen af den sakaldte kritiske vej.

Fremgangsméden svarer til, hvad vi foretog os under markeringsprocessen i
forbindelse med maximal-strgm algoritmen. I den foreliggende situation er det
endda nemmere, idet vi ikke kan have cykler i netverket (det ville give en modstrid
med den underliggende ordning af jobs efter om skal efterfglge hinanden). Til
gengald har vi fo markeringer, en forlens markering og en baglens markering.

Forleens markering: Her skal alle punkter v markeres med et tal ¢(v). Der
startes med, at s markeres med 0. For et vilkarligt punkt v gelder, at v kan
markeres, nér alle punkter v’, for hvilke der findes en kant e = (v/, v), er
markeret, og

cj(v) = (Ig}%))(eE{Cf(U/) + o) }-

Det er ikke svert at fortolke de forlens markeringer: Det er tidligst mulige
start for alle de jobs, der udgar fra v. Specielt har vi, at c¢(t) er kortest mulige
varighed af hele projektet.

Hvis projektet skal gennemfgres pa denne kortest mulige tid, betyder det, at
den ventetid, der vil vaere mellem afslutningen af et job og pdbegyndelsen af naste,
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vil vere mindst mulig. Vi kan ga videre og finde ud af, hvor der er ventetid, og
— mere interessant — hvilke jobs der er bestemmende for den samlede varighed af
projektet (idet ventetiden mellem disse jobs er 0). Dette sidste giver os den sakaldte
kritiske vej i projektets netvaerk: Hvis varigheden skal ned, ma der ngdvendigvis
laves noget om pa de jobs, der indgér i den kritiske vej. Omvendt gelder der for de
gvrige, ikke-kritiske jobs, at der indenfor en vis grense kan flyttes rundt med dem,
uden at projektet af den grund kommer til at tage l&ngere tid.

Den kritiske vej findes ved at fglge den forlens markering op med en baglens
markering:

Bagleens markering: Der startes med ¢, som markeres med ¢, () = c¢(t).
For et punkt v gelder, at v kan markeres, hvis alle punkter v’ med
(v,v") € E er markerede, og

Cb(v) = v"(glg’%eE{Cb(v/) - C(U,U’)}'

De baglaens markeringer angiver senest tilladelige sluttidspunkt for de jobs,
der slutter i punktet v. Vi kan nu definere en kritisk vej i netvaerket som en vej fra
s til ¢, for hvilken der for ethvert punkt v pa vejen gelder

cg(v) = e (v)

(denne betingelse svarer netop til, hvad vi nevnte ovenfor om fravaret af ventetid
imellem jobs), samt

Cwwy = cf(V") —cp(v) = cp(v) — (V) (1)
for alle kanter (v, v’) pé vejen.

Nar vi har den kritiske vej, kan vi ga over til at se pa de ikke-kritiske jobs og
finde spillerummet for flytning af deres start og sluttidspunkter. Vi definerer den
totale margin for e = (v, v") (husk at de enkelte jobs er repraesenteret ved kanter i
netvaerket) som

me[(v,v")] = (V") — c5(v) = Cv,0)

altsd som det tidsinterval mellem seneste faerdigggrelse af jobbet og tidligste start
pa det, som bliver til overs nar jobbets varighed fraregnes.

Der er séledes et spillerum pa m¢[(v,v")] for placeringen af job e = (v,v’.
Under visse omstendigheder kan det ogsa have interesse at se pa den sakaldte frie
margin, som er spillerummet i den s@rlige situation, hvor alle jobs startes sa tidligt
som muligt. Den kan findes som

my[(v,v)] = e (V) = ¢ (v) = vy
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Spillerummet bliver interessant, nar vi til de hidtidige overvejelser om hurtigst
mulige ferdigggrelse tillegger hensynet til at holde omkostningerne lave og at
udnytte den givne kapacitet. Muligheden for at lade de enkelte aktiviteter fglge
efter hinanden snarere end at skulle gennemfgre dem samtidig vil typisk vere
en faktor, som reducerer omkostningerne. Vi skal ikke forfglge dette aspekt
na&rmere, men blot notere os, at vi med beregningen af den kritiske vej ikke har
afsluttet overvejelserne om den bedst mulige rekkefglge, men at det ihvertfald er
et vaesentligt skridt pa vejen.

4. Out-of-kilter metoden til 1gsning af serlige LP-problemer

Som det var tilfeldet med transport og assignment, er der til LP-problemer med
serlig struktur udviklet specielle algoritmer, der til deres formal er hurtigere end
simplex. Vi skal her se nermere pd en serlig variant til Igsning af det sakaldte
minimal omkostning cirkulations problem, der ser saledes ud:

min E Qi
(2]
under bibetingelserne
E o E Tij = 0, alle 1,
J J

0 S lij S Lij S Cij, alle Z,j

I den oplagte fortolkning knyttet netvaerk har vi her en strgm, ikke fra en enkelt
kilde til en enkelt terminal, men rundt i netvaerket; x;; angiver, hvad der flyder langs
kanten (¢, 7) fra i til j, og det fgrste s&t bibetingelser er flow conservation: Hvad
der ialt gar ind i punkt ¢ skal vere lig med hvad der ialt gar ud af 7. Det andet st
bibetingelser angiver henholdsvis nedre greense og kapacitet langs kanten (¢, j).

Problemet kan gives flere andre fortolkninger (hvilket er en af pointerne ved
at se pa det i denne sammenhang), men det gemmer vi til bagefter. Fgrst vil vi se
lidt nermere pé, hvorledes man ved en passende skiften mellem det oprindelige,
primere, og det duale problem kan komme til en lgsning.

Det duale problem har fglgende udseende:

maxg lij)\ij_ E Cij’)/ij
,J 1,7

under bibetingelserne

Wi — w; + Nij — Vij < g

>\ij7 Yij > 0.
Her er der indfgrt duale variable u; hgrende til det f@rste s@t bibetingelser ovenfor,
og variable A;;, v;; hgrende til henholdsvis nedre granse og kapacitet langs
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kanterne. I det duale problem er der ingen fortegnsrestriktion pa u;’erne, der jo
svarer til bibetingelserne givet ved lighedstegn. Deter et godt check af ens forstaelse
af forholdet primer-dual LP at kontrollere, at det duale problem har denne form.

Vi laver nu en konstruktion, der meget svarer til, hvad der skete ved trans-
port_algoritmen: Vi noterer os, at primart og dualt problem som altid begge har
optimale Igsninger, hvis blot en af dem har, og at kriterieverdien da er ens. At viialt
har et sddant s@t af primare og duale lgsninger, er ensbetydende med, at fglgende
betingelser er opfyldte:

Tij >0:>Uj —ui+)\l~j — Yij = Qij,
)\ij > 02}372']’ :lij
Yij > 0= Tij = Cij-

Her kan vi komme af med \;; og v;;, idet systemet nedenfor er &kvivalent med det
ovenfor:
Tij = lij = Uj; — Uy < Qg
lij < Tij < Cij = Uj — Uy = Ay (1)
Tij = Cij = Uj; — Uy > Qjj-

Lad os efterprgve lidt af det: Antag f.eks. atx = (x;;) er en Igsning til det primzare
problem og at der er en kant (4, j) med 0 < l;; = ;; < ¢;;. S& har vi

:cij>0:>ui—uj+)\ij—%j=aij.

Men da z;; < Cj; har vi v;; = 0, og da A;; er ikke-negativ, md der gazlde
u; —u; < a;;. De gvrige ligninger fés tilsvarende.

Ligningssystemet (1) kaldes kilter-betingelserne, og de kan indtegnes 1 et
sakaldt kilter-diagram som vist i figuren. Punkterne pa den knakkede linie er
“i kilter” og resten er udenfor. Til et punkt (z;;, u; — ;) i diagrammet tilordner vi
et kilter-tal K (z;;) som er den vandrette afstand fra punktet hen til den knzkkede
linie. For en ordens skyld skriver vi det lige op: Vi har

|[L'Z'j — ZZ]| hvis Uj — Uj < Q4

lij — i hvis Tij < lija Uj — Ui = Q4
K(JLL]) = Lij — Ciy hvis Lij < Cij,Uj — U = A4y

0 hvis lij < Lij < Cij,Uj — Uy = Qg5

|[L'Z'j — Cij| hvis Uj — Ui > Q4 .

Formélet med out-of-kilter metoden er at fa en cirkulation x = (x;;) og et
antal punkt variable u; saledes at alle kilter betingelser er opfyldt, dvs. si alle kilter
tal K (x;;) = 0. Man starter med en cirkulation, brugbar eller ej, og et vilkarligt
st variable u;. Der skal derefter opdateres; Baggrunden for denne er den sakaldte
“farvningss@tning” af Minty:
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Figur 4

Lad G = (V, E) veere en orienteret graf og (s,t) en serlig orienteret kant i
G. For enhver farvning af kanterne med farverne grgn, gul og rod geelder ét af de
folgende alternativer:

(1) (s,t) er indeholdt i en cykel af gule og grgnne kanter, hvor alle gule er
orienteret | samme retning,

(2) (s,t) er indeholdt i en cocykel af gule og rode kanter, hvor alle gule kanter
har samme retning.

En cocykel i en graf er en minimal mangde af kanter med den egenskab, at
nar disse kanter fjernes, bestar den resulterende graf af flere komponenter end den
oprindelige graf. Hvis (s,t) er i en cocykel, kan vi opdele den oprindelige grafs
punkter i to mangder S og T',sd s € T, t € T, og kanterne forbindende S og
T netop er dem fra cocyklen. Vi skal ikke give et bevis for denne grafteoretiske
setning; det er dog ikke er s@rlig vanskeligt.

Nok sa veasentligt her er anvendelsen af farvningssatningen. Her er for det
fgrste vor farvning af kanter:

(a) Farv (i,7) grgn hvis den er i kilter og det er muligt bade at gge og mindske

x;; uden at den ryger ud. For en sddan kant har vi

lij < Zjj < Cjj 0 Uj — U = Q5.

(b) Farv (7, j) gul hvis det er muligt at gge x;;, men ikke at mindske den, uden at
kilter-tallet forgges. Det vil sige, at vi ma have enten

Tij < Cijj O Uj — Ui > Qg

eller
LEij S lij og Uj — U; = aq;j
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eller
Tij < lij 0g u; — u; < Qyjy.

(c) Farven kant (i, j) gul og skift dens orientering hvis det er muligt at mindske
x;;, men ikke g¢ge den, uden af forgge kilter-tallet. For sadanne kanter har vi

enten

Tij > Cij O Uj — Ui > Qg
eller

Lij 2 Cij og Uj — Uy = Qyj
eller

Tij > lij 0g u; — u; < Ay

(d) Farv (7, j) red hvis x;; hverken kan gges eller mindskes uden forggelse af
kilter-tallet, dvs.
Tij = Ci5 0 Uj — Ui > Qyj

eller
Tij = lij 0g Uj — U; < Qg

Vi har nu udtgmt alle muligheder. Bemerk, at savel régde som grgnne kanter
er i kilter. De gule er det kun i specielle tilfeelde, nemlig hvis (x;;,u; — u;) er et
knakpunkt pa linien i kilterdiagrammet.

Betragt nu en kant (¢, s) som ikke er i kilter, og brug farvningssatningen.
Antag, at der er en gul-grgn cykel C', hvor alle gule kanter er i samme retning som
(s,t). Vend nu alle de kanter, som fik skiftet orientering under farvningen. Hvis vi
gger strgmmen gennem (t, s) med et d > 0, sa vil vi reducere kilter-tallet med dette
d. Hvis (¢, s) selv er en af de kanter, hvis orientering blev vendt om, betyder det,
at vi reducerer strgmmen langs (s, t) med §. En forggelse af strgmmen i kanterne
orienteret som (%, s) i cyklen C' og en reduktion i kanterne orienteret (s, t) vil ikke
gge kiltertallet i nogen kant, og det kan formindske kiltertallet i nogle kanter. Altsa
er C'\ (t, s) en forbedrende vej fra s til ¢.

Nar vi har en gul-grgn cykel, skal vi bestemme det stgrst mulige J i argumentet
ovenfor. Det ggr vi som fglger: Lad Cy,,; og Cy, vaere de gule og grenne kanter i
cyklen C', og s@t toptegnene + og — pa hvis strgmmene i kanterne skal henholdsvis
forgges eller formindskes med §. Vi har da, at ingen kant, som er i kilter, vil ryge
ud, sa leenge 6 ikke overstiger den mindste af

01 = min{cij — $ij|(i,j) € C gul U C;;, — U; = CLij},

52 = min{xij — Z1J|(Z,j) eC

gul U Cgr? — U; = CLZ'j}.

Forggelsen ¢ vil holde sig under, hvad der er ngdvendigt for at bringe en udenfor-
kilter kant ind, hvis den holdes under det mindste af

55 = min{ley; — vy |(1,5) € Cf, UG,

gul» Yg — Ui > aij}a
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0q = min{lzy; — L] (4, 5) € Cpyy U Cpyuj — ui < aij}.
Vi veelger derfor 6 = min{dq, do, d3, I4 } og opdaterer. Dette fungerer med mindre
0 er ubegranset; i det tilfeelde er alle §; fremkommet ved at minimere over en tom
mangde, og der er ikke nogen endelig optimal cirkulation.

Antag dernast, at der er en gul-rgd cocykel C, som vi i overensstemmelse med
betragningerne ovenfor kan skrive (S,7) med s € S, ¢ € T} alle de gule kanter
er orienteret i samme retning som (¢, s). Vi vender nu orienteringen (tilbage) til
de kanter, der fik den vendt under farvningen. En lille forggelse € > 0 i u;’erne
hgrende til alle punkter i 7" vil kun pévirke forskellen u; — u; for de kanter, der er i
cocyklen. Videre galder der, at den ikke vil gge kilter-tallet for nogen kant, og den
kan reducere det for visse kanter.

P4 samme méde som tidligere indfgrer vi notation Cy,,; og C,. for de gule og
rgde kanter i cocyklen C' (her opfattet som en mangde af kanter), og vi s&tter +
og — pa delmangderne af kanter (¢, j), for hvilke u; — u; skal henholdsvis forgges
og formindskes. Pa samme méde som tidligere kan vi leegge grenser pa c: Ingen
kant som er i kilter, ryger ud, sa lenge ¢ holdes under

g1 = min{uj —U; — CLZ]|<2,j) S Cr_,xij = Cij}7

g9 = min{a;; — u; + ;| (4,4) € C,T,a:ij = lij}.

Forggelsen ¢ vil ikke overstige, hvad der er ngdvendigt for at komme i kilter, hvis
man ikke er det, safremt den er mindre end

€3 = min{uj — U; — aw|(z,j) - Cg_ul7lij < Tij < Cz’j};

Eq4 = min{aij —Uu; + ’LLZ|(’L,j) eCt

qul?’ lij < Lij S Cij}'

Talt vaelges derfor e = min{ey, e9,€3,e4}. Der er nu tre muligheder:

(1) e er ubegranset, siledes at hver af ¢;erne er minima over tomme mangder.
Dette kan kun forekomme, hvis z;; > ¢;; for alle kanter fra S'tilT'og z;; < l;;
for alle kanter fra 7" til .S, samt z;; < [l;s. Da nettostrgmmen fra S til 1" er
nul (flow conservation sammen med det faktum, at (S, 7") er en klassedeling
af grafens punkter), far vi

Z lz']'> Z Cij-

i€S,jET i€T,j€S

Men heraf fglger, at der ikke kan eksistere nogen cirkulation.

(2) eerendelig og = €3 eller 4. Sa er mindst én kant udenfor kilter kommet ind;
ingen kilter-tal er gget, og mindst ét er formindsket.
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(3) ¢ er endelig og mindre end sével €5 som 4. Ingen kilter-tal er forggede, og
nogle kan vere formindskede. Der er mindst en kant, som var rgd men bliver
gul ved naste farvning. En sddan kant opfylder

lij = Tij < Cij fOI‘iES,j eT,
lij < Tjj = Cij fori €T,y € S.

Der kan ogsa vare kanter, der skifter farve fra gul til réd. For sidanne kanter
har vi
lij < Lij = Cij fori € S,] € T,

lij:a:ij<cijf0ri€T,j€S,

Dermed er vi feerdige med at beskrive algoritmen, der stopper, nar alle kilter-tal
er nul, eller det fra et trin i algoritmen fremgar enten at problemet er ubegranset
(ikke har noget endeligt minimum) eller at det ikke har nogen brugbar Igsning. Vi
mangler at redeggre for, at proceduren ngdvendigvis ma stoppe; her vil vi antage,
at alle data i problemet er heltallige, og at vi starter med en heltallig cirkulation.

Hver gang vi finder en gul-grgn cykel, reduceres kiltertallet med mindst 9,
og fra heltalligheden far vi, at § er mindst 1. Hvis K er kilter-tallet for start-
cirkulationen, skal vi altsd ikke finde gul-grgnne cykler mere end K gange.

Hver gang vi finder en gul-rad cocykel (og problemet ikke afslgres ulgseligt
som i tilfeede (1) ovenfor), far vi enten en kant udenfor kilter ind (tilfelde (2)),
hvorved vi igen reducerer med mindst 1, eller (tilfelde (3)) vi far skiftet en rgd kant
til gul. Dette sidste kan imidlertid ikke ske mere end n — 1 gange i trek, hvor n er
antallet af punkter i netverket:

Antag at samme kant (¢, s) bruges til anvendelse af farvningssatningen indtil
vi fér en gul-grgn cykel. Hver gang en cocykel opdages og vi er i tilfelde (3) ,
skifter en rgd kant farve til gul pa en sidan made, at endnu et punkt i 7" kan nas
fra s naste gang man finde cocykler; alle de punkter, der tidligere kunne nés, kan
stadig nds. Der kan derfor hgjest gennemfgres n — 1 sadanne runder.

Vi har nu, at kilter-tal reduceres panar i sadanne runder, hvor der opdages en
cocykel og vi er i tilfelde (3). Da dette kun kan gentage sig et vist antal gange, nar
det forekommer, ma algoritmen ende med kilter-summen 0.

Eksempel 12.1

For at illustrere out-of-kilter algoritmens funktion i en tilpas simpel situation betragter vi i
fortsettelsen fglgende tilfelde: Der er givet et rutenet mellem fire pladser i den indre by, A,
B,CogD,ogopgaven er at finde en busbetjening (malt ved antal busser i timen). Uheldigvis
er der mange ensrettede veje, og man baserer sig derfor pa ringlinier. Spgrgsmaélet er nu,
hvor mange busser man kan lade cirkulere i rutenettet, hvis det overordnede maél er at
minimere omkostningerne.

Lad os antage, at rutenettet er som vist pa grafen nedenfor: Tallene i parentes ved
hver kant (svarende til gader, der alle er ensrettede) angiver nedre begr&nsning (man har
en forpligtelse til at opretholde denne betjening) og kapacitet (der kan ikke sendes flere
igennem uden trafikpropper). Det sidste tal viser omkostninger pr. bus,
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Eksempel 12.1, fortsat

A (1;10) B
5
(1;10) (2;10) 6 (2;10)
3 8
(3:8)
C 7 D
Figur 5

der sendes igennem denne gade. Pa tabelform ser det siledes ud: Omkostningerne er givet
ved tabellen

7

mens nedre og gvre begraensninger fremgar af den tilsvarende tabel

(1;10)

(2;10)

(1;10) | (2;10)

(3;8)

Vi vil bruge out-of-kilter algoritmen til at finde den billigste cirkulation. Det fgrste trin
bestar i at finde en eller anden startlgsning, der omfatter sével strgmmene x; 4 som punkt-
variablene w;. Der kr@ves ikke, at stremmene skal overholde gvre og nedre begr@nsning,
men flow conservation skal vere opfyldt. En nem méde at sikre dette er at velge alle til 0.
For punkt-variablenes vedkommende er det tilsvarende det mest oplagte at starte med 0. Vi
far dermed den fglgende ret banale startlgsning:

Vi gér nu i gang med at farve kanterne. Det viser sig hurtigt at veere ganske nemt: Tag f.eks.
kanten fra A til B; da den aktuelle strgm er mindre end minimum, er kanten gul. Ngjagtig
samme argument holder for alle de andre kanter.

Viskal nutil atlede efter cykler/cocykler. Fgrst vaelger vien gul kant; deterligegyldigt
hvilken, lad os tage (C, B). Vi forsgger nu at fa denne kant til at indgd i en grgn-gul cykel,
hvor alle gule kanter (og det vil her sige samtlige) er orienteret pA samme méade. Der er et
oplagt valg her, nemlig cyklen ((C, B), (B, D), (D, C)).
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Eksempel 12.1, fortsat

Nu kan vi opdatere stremmene med det mindste tal, som far strammen i en eller anden gul
kant til at overholde bibetingelserne. Det er i dette tilfelde 2. Den nye lgsning ser herefter
sdledes ud:

Man kan ggre en prgve gdende ud pa at i’te rekkesum skal vere lig i’te sgjlesum;
det er netop flow conservation.

Vi er klar til naste skridt. Fgrst farves der; kanten (A, B) er gul som fgr, og det
samme gelder kanten (C, A); aktuel strgm ligger under nedre grense. Kanterne (C, B)
og (B, D) er begge rgde, fordi strgm er lig nedre granse, mens forskel i punkt-variabel i
endepunkterne (som er nul for begge kanter) er mindre end omkostningskoefficient. Kan
(D, C) er stadig gul. Ialt har vi altsa:

gul

rgd

gul rgd

gul

Vi er klar til at s@ge efter cykel/cocykel: Vealg en vilkérlig gul kant, f.eks. kanten
(C, A) Det er ret let at se, at der ikke er nogen gul-grgn cykel, for nér vi kgrer fra C' til
A og videre til B, er der ikke nogen gul eller gren kant, der fgrer videre. Altsd ma der
veere en rgd-gul cocykel indeholdende (C, A). Det svarer til at alle punkterne skal deles
i to mangder S og T, hvor C'eri S og AeriT. Alle gule kanter mellem .S og T skal
veare orienteret pa samme made, og det giver os cocyklen med det samme: A og B ma hgre
sammen i7", 0g C og D ma sd ligge i S (check det selv, deler vi punkterne pa anden méde,
kommer der til at g en gul kant i forkert retning mellem mangderne).

Sa skal vi opdatere, og nér det er en cocykel, er det punktvariablene, der skal tilpasses.
Det ggr vi ved at gge u; erne i1’ s meget, at en af cocyklens kanter far forskel i punktvariable
til at veere lig omkostning. Vi ser, at det bliver den rgde kant (C, B), der bestemmer den
mindste af disse forskelle, som er 6 (= 6 — 0). Vi far dermed opdateret 1gsning:

(el Nl Her N Ne))

Der er jo ikke sket s& meget denne gang, for vi har kun @ndret pa punktvariablene,
der alligevel er hjelpestgrrelser. Det gar dog alligevel fremad, som vi vil se om lidt.

Vi er klar til tredie runde og farver: Kanten (A, B) har (xap,up —ua) = (0,0)
og er gul. Kanten (C, A) har tilsvarende koordinater (0, 6) og er ogsd gul. Ogsd (C, B)
er gul med koordinater (2, 6), der ligger lige i kilter-liniens knzk. Kanten (B, D) har
koordinater (2, —6) og er rgd, og endelig er kanten (D, C') med (2, 0) gul.
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Eksempel 12.1, fortsat

Vi veelger en gul kant, f.eks. (A, B), men ma hurtigt opgive at finde en cykel, for vi kan
ikke komme videre fra B. Altsé er der en cocykel, og den ma skille punkterne A, B, C fra
D; ellers ville en gul kant vaere orienteret forkert. Derefter kan der opdateres; vi kan bringe
den rgde kant (B, D) op pé den vandrette del af kilterlinien ved at leegge 14 til up. Den
nye lgsning bliver sa:

0 . . 6

2 6

0 2 . . 0
2 . 14

Sé farver vi igen. Man checker let at (A, B),(C, A) og (D, C) stadig er gule, at (B, D)
er blevet gul, og at endelig (C, B) er blevet gul. Valg en gul kant, f.eks. (A, B) (man mé
gerne valge samme kant i flere forskellige omgange); der er en gul cyke, nemlig hele vejen
rundt A, B, D, C, A. Nar det er en cykel, opdaterer vi strgmme, sé vi far en kant ind pé
kilterlinien. Vi ser, at (B, D) sa kommer pa kilterliniens vandrette stykke, men det ggr jo
ikke noget. Vi opdaterer med 1 og fér ny lgsning:

1 . . 6

3 6

1 2 . . 0
3 . 14

Nok en farvning: Alle kanter er gule pdner (B, D), der er blevet grgn. Men ved narmere
eftersyn ser vi, at alle kanterne faktisk er i kilter; de fleste ligger pa den nederste lodrette
del af kilter-linien, og (B, D) pa den vandrette. Men s har vi en optimal lgsning, og vi er
feerdige.

5. Anvendelse af out-of-kilter metoden til project scheduling

Metoden, som blev udviklet 1 forrige afsnit, fremstod som designet specielt til cir-
kulationsproblemer. Dem er der umiddelbart ikke sa mange af, sa hvis den ikke
kunne andet, var der ikke meget grund til at bruge tid pa den. Det kan den imidlertid.

Optimal kapacitetsforggelse i netveerk: Vihar tidligere set pa, hvorledes man finder
en maximal strgm i et givet netverk. Det er imidlertid 1 mange sammenhange
interessant at lave om pa netvarkets kapaciteter, og hvis det er muligt, kan metoden
fra kapitel 7 ikke bruges lengere. Antag, at det er muligt at gge pa kapaciteten
ci; 1 kanten fra ¢ til j, men at der er en omkostning pd a;; forbundet med hver
enheds kapacitetsforggelse. Hvis den faktiske forggelse er y;;, kan vi opskrive
problemet om at tilpasse kapaciteter med minimale omkostninger, séledes at den
samlede strgm bliver v; det far formen
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min E Qi5Yi
2]

under bibetingelserne

—v fori=-s

Zxﬁ—inj{O fori # s,
j i

v fori=3s
0 < zi; < cij +yij,

hvor x;; er strgmmen langs kant (3, j).

Umiddelbart er dette ikke et cirkulationsproblem, men det kan det nu ret nemt
blive, nemlig ved tilfgjelsen af en enkelt (kunstig) kant fra¢ til s med l;s = ¢;s = v
(sdledes at der altsa ngdvendigvis skal ga v igennem fra ¢ til s). Sa er vi stort set
tilbage 1 problemet fra forrrige afsnit, bortset fra, at vi har lidt for mange variable
(nemlig bide y;; og z;;. Nu gzlder der jo at y;; = x;; — ¢;; i alle de tilfelde, hvor
x;; > c;; (der er jo ingen mening 1 at gge kapaciteten mere end ngdvendigt), og 0
ellers, sd problemet kan omformuleres til minimering af -, @;;(w;;), hvor a;; er
funktionen

aij(zij) = {aij(mij — i) hviszij > i
0 ellers
Denne funktion er uheldigvis ikke linezr, men heldigvis kan out-of-kilter metoden
stadigvaek anvendes, nar omkostningerne i hver kant som her er en konveks og
stykkevis line@r funktion af strammen (kilterdiagrammet fér flere trappetrin).

Optimering i projekt-netveerk: Etandet anvendelsesomrade har at ggre med kapitlets
emne : Vi betragter et projekt-netverk, hvor vi til hvert punkt ¢ af netverket har
defineret en variabel u;, som angiver tidspunktet for, hvornar den begivenhed, der
svarer til punktet, indtreffer. Der er en fast gvre graense T for, hvornar det hele
skal vere afsluttet, og for hvert job — svarende til kant (4, j) i projekt-netverket —
er der angivet sdvel en “normal” varighed a;; som en mindste tenkelige varighed
b;;. Der er givet omkostninger c¢;; ved forkortelse af den normale varighed i kanten
(4,7). Det ligger i problemet, at der bliver behov for at forkorte varigheden i nogle
eller alle kanter; den faktiske varighed af jobbet betegnes ;.

Det generelle omkostningsminimeringsproblem kommer da til at ga ud pé at

minimere
> cijlag — tiy),
,J

den samlede omkostning ved at gennemfgre jobbet, eller &kvivalent (da a;;’erne
er konstanter, at maximere
2> cistis

J
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under bibetingelserne, som er

U; — Uj -+ tij S 0
bij < tij < agj
for alle (4, j). Bemark, at der ikke er yderligere fortegnsrestriktioner pa u; er eller
ti j er.
Det duale til dette problem er at minimere

D agai; = bijBi; + Tv
] 4]

under bibetingelserne

—v ifi=s
Z:cji—inj =<0 ifi;és,t
J J v ifi=t

Tij + oy — Bij = ¢ij
Tij, i, Bij > 0.
Her omformes lidt: Da en optimal Igsning md vare sddan, at z;; < ¢;
implicerer «;; = ¢;; — x;; og B;; = 0 (det er den komplementare slackness), og

tilsvarende x;; > c¢;; medfgrer o;; = 0, 3;; = x;; — ¢;5, kan vi ngjes med at se pa
problemet

min Z T’ij (SC”) —|— T'U
(%]

under bibetingelserne

—v fori==s
Zl'ji—zafij: 0 fori # s,t
j i

v for: =1t

Tij Z 0
hvor T;; er funktionen givet ved
—aijxij for I‘ij S Cij
Tij = b fi >
—aijcij — isz'j or ZEij = Cij

Som tidligere kan vi fa dette til at blive cirkulationsproblem ved at tilfgje en
kant fra ¢ til s (restriktioner ikke ngdvendige). Omkostningen langs kanter er igen
stykkevis linezr og konveks, sa out-of-kilter metoden kan anvendes.
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6. Flow-shop problemet

I det foregaende afsnit har vi diskuteret problemet om at finde den hurtigst mulige
feerdigggrelse af et projekt bestaende af flere enkelte aktiviteter, givet at der —
bortset fra rekkefglgekravet — ikke var noget begreensning pa, hvor mange af disse
aktiviteter der kunne udfgres pa samme tid.

I praksis vil der imidlertid ofte veere saidanne begra@nsninger; en made, hvorpa
de kan opstd, er at hver enkelt aktivitet bestar af flere processer, jobs, der hver
iser legger fuldt beslag pa en bestemt maskine, sa lenge de varer. Vi skal se pa
denne situation i en forholdsvis simpel udgave: Hver aktivitet bestar af 2 jobs, der
kraever hver sin maskine, og der er kun én af hver slags. Til gengld er de enkelte
aktiviteter uatha@ngige af hinanden. Vi har indfgrt en nummerering siledes at job
1 af hver aktivitet foretages pa maskine 1, job 2 pa maskine 2.

Generelt taler man om en flow-shop nér aktiviteternes enkelte jobs er ord-
net siledes at efterfglgende jobs krever maskiner med hgjere nummer, mens ak-
tiviteterne selv kan placeres i vilkarlig orden. Vi skal dog kun se pa det ovennavnte
tilfelde med 2 jobs og 2 maskiner, og det er der (som vi senere skal komme ind
pa) serlige grunde til. Situationen kan illustreres i Figur 6, hvor vi har tegnet et
Gantt-kort for de to maskiner. Hver enkelt aktivitet bestér at et job pa den gverste
maskine, der skal vaere ferdigt fgr dets job pa den nederste starter.

tid

Det grundleggende problem er som fgr at finde en den made at lade de enkelte
aktiviteter udfgre pa de to maskiner, som minimerer den samlede tid fra begyndelse
til slut. Kaldes de varigheden af de enkelte aktiviteter ¢ for

a = a; + as,

hvor vi har skrevet den samlede varighed som summen af de enkelte jobs varighed,
skal vi finde en méde at ordne de enkelte jobs pad maskine 1 og de enkelte jobs mé
maskine 2, saledes at den samlede sum af jobs og ventetider bliver mindst mulig.

Formelt set er en ordning af aktiviteternes passage gennem en maskine j
en permutation af aktiviteterne, dvs. en bijektiv atbildning o fra indexmangden
I, ={1,...,m} for maskiner til sig selv, siledes at o (i) angiver den aktivitet som
passerer gennem maskinen som nummer ¢ 1 rekkefglgen.

Fgrst noterer vi os fglgende:
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Hvis o1 og o9 er en lpsning til problemet om minimering af passagetid, da kan
1 2

Vi antage o = o“.

Med andre ord, hvis ikke aktiviteterne passerer igennem maskinerne i samme
rekkefglge, da kan vi ordne om pa reekkefglgen i den ene, sa at de bliver ens, uden
at dette forgger passagetiden.

Bevis for vort hjelperesultat gar som fglger: Lad ¢; vare den fgrste maskine
i rekkefglgen pa maskine 1, hvor der ikke er overensstemmelse med de to
rekkefglger, dvs.

i1 =min {o7 (i) # 05 (i)} ;

seto, '(i1) = iy. Daved vi, at aktiviteten i, ikke kan pibegyndes pa maskine 2, fgr
den er behandlet pa maskine 1, altsa ihvertfald ikke fgr aktivitet i, er tilendebragt pa
maskine 1. Vi kan nu flytte aktivitet ¢; pa maskine 2 op umiddelbart foran aktivitet
12 og rykke starttidspunkterne for disse aktiviteter tilbage med aél. Vi ved da, at
alle de aktiviteter, der skal vaere ferdige pa maskine 1 fgr de starter pa maskine 2,
stadig er det (for vi har flyttet alle til senere tidspunkt pd maskine 2 eller holdt dem
u@ndret, panar aktivitet 1, som kunne startes pa det nye tidspunkt. Endelig har vi
pa grund af konstruktionen, at sluttidspunktet for maskine 2 ikke er &ndret.
Fortsattes pa samme made, fas i endelig mange trin to identiske jobrakkefsl-
ger. [

Vi har saledes at vi kan ngjes med at kontrollere rekkefglger, som er ens for de
to maskiner. Vi skal se lidt neermere pa en simpel procedure til at forbedre samlet
gennemlgbstid.

Betragt en vilkarlig rekkefglge o; for hver maskine vil der blive arbejdet med
aktivitet o(1),0(2),...,0(m), og der vil vere noget spildtid fgr og efter. Det
er oplagt, at vi i vor undersggelse kan antage, at al spildtid pd maskine 1 ligger
i slutningen: Der startes umiddelbart med o (1), der forts@ttes umiddelbart efter
med o(2) osv. Derimod vil der vere spildtid z,(;) ved maskine 2 inden fgrste
aktivitet kan passere, og derefter eventuelt mellem de enkelte passager. Der bliver
til gengald ingen spildtid i slutningen for maskine 2, for da er hele projektet jo slut.

Det fglger heraf, at vi kan skrive den samlede gennemlgbstid som

Ty =25 + a3+ 423" 4 a3,

og vor opgave er at velge permutationen o siledes at denne sum bliver mindst
mulig.

Vi kan umiddelbart give et bud pa, hvad denne gennemlgbstid T, mindst ma
vare: Vi kan ikke slutte projektet for alle aktiviteter har passeret maskine 1 og den
sidste har passeret maskine 2, dvs.

T, > (@™ + -+ a]"™) + a3 (2)
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tilsvarende kan vi ved at se pa projektets start, hvor fgrste aktivitet skal igennem
maskine 1 fgr arbejdet kan begynde pa maskine 2, fa at der gelder

T, > a7 + (@3 + - +ag™). (3)

Dermed har vi ogsé et bud péa en procedure til at ordne aktiviteterne: @nsker vi
den samlede tid 7,, mindst mulig, ma vi sg@ge at fa de nedre begrensninger, som
ligningerne (2) og (3) giver os, minimale. Det ses, at de kun ath@nger af, hvad der
star fgrst, henholdsvis sidst; summerne er jo uath@nginge af ordningen. Vi kan da
undersgge aktiviterne og finde en, sdledes en aktivitet a’® = (a’, a%), séledes at

min {aﬁ,aé}

er minimal. Er dette minimum antaget af a?, satter vi o(i) = 1 (dvs. aktivitet i
kommer fgrst), ellers settes o(i) = m (aktivitet ¢ kommer sidst. Der er da kun
m — 1 aktiviteter tilbage, og der gennemfgres samme procedure med disse.

Denne procedure kaldes Johnson’s algoritme; vi skal undersgge den lidt
narmere for at vise, at den faktisk giver os en r&kkefglge o, som minimerer 7.
Fgrst bemarker vi fglgende:

Antag at aktiviteterne i og j opfylder
min {aﬁ, aé} < min {a]i, a%} .
Da vil der ved ordning efter Johnson’s algoritme geelde, at

o(i) < o(j).

Antag nemlig at vi efter et antal skridt i algoritmen har en mangde af aktiviteter,
der indeholder bade i og j. Der er to tilfaelde:

(1) ali < aé: I sa fald er afi < aé,og
min {a}, a3} < min {af.a}.

og aktivitet 7 vil aldrig blive udtaget, si lenge aktivitet ¢ er til stede. Nar ¢ bliver
udtaget, placeres den fgrst.
(2) al, < a}: 1 dette tilfeelde er

; J . : i i
min {al,aQ} < min {al,a2},

og a] > al, sd i vil aldrig blive udtaget, nar aktivitet j er til stede; aktivitet j

placeres sidst, nar den udtages.
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I begge tilfeelde ses det, at (i) < o (). O

Det ses let, at der omvendt ma gelde

min {a’i,aé} < min {ajl,aé} (4)

nar aktiviteterne er ordnet i overensstemmelse med Johnson’s algoritme.

For at sikre os, at vi er kommet frem til den bedste rekkefglge, bruger vi
folgende:

Antag at der geelder o (i) < o(j) netop nar
min{a’i,aj} < min {a{,aé}. (4)
Da vil den samlede gennemlpbstid T, ikke vokse ved en ombytning af to aktiviteter

i reekkefplgen.

Fgrst bemarkes, at det afggrende led i summen, som definerer 7'o, nemlig
2o 4o go(m)

kan skrives som

m
Z 1-‘7(1) = max{yla sy yﬂ”L})
=1

hvor _ -
yi = Z a<17(9) . Z ag(a). (5)
j=1 j=1

Dette ses lettest ved at betragte Ganttkortet i figur 2.

Antag nu, at aktivitet ¢ og j opfylder (4), men at der nu defineres en ny
rekkefglge o’ ved

o'(i) = 0(j), 0'(j) = o(i), o'(k) = o(k), k #1i,j.

Lad {y,...,y,,} vere summerne i (5) hgrende til den nye rekkefglge. Klart nok
vil vi have y;, = yj, for k < ¢’(j) og for k > o’(7). Antag, at der er et k imellem
disse, sa at yff < yi. Deter let at se, at dette £ ma vere det fgrste eller andet mulige,
dvs. k = o’'(j) eller k = o‘(j) + 1, svarende til fglgende to muligheder:

(1) Summen af a‘f/(h) op til og med i er blevet mindre, dvs. a] < ai, saledes
at yg,(j) < Yo (j)- Det fplger af

J : J ot
ay < min {al,az},
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at alle den anden sum i udtrykket for y;, er blevet endnu mindre, dvs. at y;, er vokset
mere, end y/, () er faldet.

(2) Summen af ag/(h) op til ¢ er blevet stgrre, svarende til at

min {ai, al }
antages i af a}. Det ses pd samme méde som ovenfor, at i dette tilfelde mé y/, ')

vare steget mere, end ¥/ /(j)41 ©F faldet.
Vi konkluderer, at der ma gelde T, < T,. O

Vi kan nu na den gnskede konklusion om vor algoritme:

Johnson’s algoritme lgser problemet om at finde korteste gennemlpbstid i
tilfeeldet m aktiviteter, 2 maskiner.

Vi har fra vort andet hjalperesultat ovenfor, at Johnson’s algoritme ordner
aktiviteterne sdledes, at

min {aﬁ,a%} < min {a{,aj}

netop nar
o(i) < o(j).

Fra den tredie hj®lpes&tning har vi, at enhver ombytning af to aktiviteter fgrer til, at
gennemlgbstiden vokser (evt. er uforandret). Da enhver permutation kan fas frem
ved gentagne parvise ombytninger, har vi det gnskede resultat. U

Johnson’s algoritme lader sig ikke generelt overfgre til mere komplicerede
situationer, f.eks. til situationen med ¢re maskiner i stedet for to. Sddanne generelle
flow-shops kraver andre — og typisk langt mere besvarlige — metoder.

7. Opgaver

1. Firmaet Smashy Contractors bygger et kontorpalads i det tidligere Kongens
Have. Byggeriet har fglgende etaper:
1. Planlegning (4. mdr.)
2. Jordarbejder (4 mdr.)
. Fundament og P-kelder (3 mdr.)
. Tilkgrselsfaciliteter (2 mdr.)
. Parkeringspladser og beplantning (4 mdr.)
. Montage af etager 1-10 (8 mdr.)
. Montage af etager 11-38 (9 mdr.)
. VVS og elinstallation (3 mdr.)

0 3 N L bW
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9. Marmorbekladning af facader (6 mdr.)

10. Opstilling af moderne kunst pa P-plads (2 mdr.)

11. Reklamekampagne (8 mdr.)
Af disse skal aktiviteterne i (1) vere ferdige for de gvrige kan pabegyndes.
Tilsvarende skal (2) vare slut fgr (3)-(10) kan starte, (3) skal ga forud for (6),
(7), (8) og (9), (6) skal komme for (7), (8) og (9), og (7) skal komme fgr (8).

Marmorbekledningen er finansieret af et EF-tilskud, betinget af, at der kgbes
en bestemt type marmor fra Portugal. Belgbet (3 mill. ECU) udbetales fra EF til
Smashy ved starten af byggeriet.

Smasky overvejer at anvende belgbet til valutaspekulationer indtil marmoret
skal leveres. Pengene bindes derved i 3 maneder ad gangen, og den forventede
indtjening er 36% for en sadan tre maneders periode. Nar marmoret kgbes, betales
det kontant.

Hvad kan Smashy tjene?

2. Konstruer netvaerket hgrende til et projekt bestaende af 7 jobs med fglgende
rekkefglgekrav:

A for B,C
B for D
E for AD
ABD fgor F
D for G

Nar varighederne af de enkelte jobs er:

A B CcC D E F G
17 23 34 22 19 17 16

gnskes projektets minimale varighed og den kritiske vej.

3. Ved en sygeeksamen er der tilmeldt otte eksaminander fra forskellige fag. Alle
har krav pa forberedelsestid, og der er derefter en eksamination af en bestemt
lengde. Savel forberedelsestid som eksamination afha@nger af faget, og i den
konkrete situation er det som fglger (i minutter):

Fag: Forberedelse Eksamination

1 18 10
2 20 20
3 10 15
4 13 10
5 10 12
6 25 30
7 10 10
8 20 40
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Der er en falles censor, som bliver betalt for antal minutter, som han er tilstede.
Hvorledes skal eksamen tilrettelegges, for at denne betaling bliver mindst mulig?

4. Flyselskabet FnobusAir har koncession pé at betjene et antal linier som vist i
tabellen. De tre tal i tabellen angiver dels omkostningerne i 100.000 kr. pr. flyvning,
dels koncessionens bestemmelser om mindste og stgrste antal flyvninger pr. uge.
Tabellen skal l@ses séledes, at oplysningerne i r&ekke ¢ og sgjle j refererer til
flyvningen fra ¢ til j (bemerk, at man har koncession pa flyvning i en bestemt
retning, men typisk ikke pa den modsatte retning).

A B C D F
A |3;2;10 6;4;8
B 8:;1;9
C 3;3;12(2:3;8
D |4;2;7 |5;3;9
E 4;3;8 2;2;8

Find den billigste trafikplan.

8. Litteratur

Emnet for dette kapitel, optimal tilretteleggelse af produktionen ved store og kom-
plekse projekter, dukkede op 1 1950erne og 1960erne og blev blandt andet stimuleret
af forsgg pé at styre visse af de store ministerier i USA. En grundig behandling
af scheduling i sine forskellige versioner kan findes i Conway, Maxwell og Miller
(1967), og en bredere fremstilling med flere relationer til andre operationsanalytiske
emner i Johnson (1974).
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KAPITEL 13

Kompleksitet

1. Indledning

I de foregdende kapitler har vi flere gange varet inde pa overvejelser om det
vanskelige i at finde en Igsning til et givet optimeringsproblem. Saledes har vi f.eks.
1 kapitel 2 diskuteret alternative line@re programmeringsalgoritmer, begrundet med
at simplex-metoden trods sine kvaliteter 1 praksis havde visse teoretiske gmme
punkter. Vihar ogsé set eksempler pd problemer, hvor det ville have vaere besvarligt
at bruge den generelle simplex-metode (max-flow, transport, assignment), fordi
problemet havde en s&rlig struktur, som man med fordel kunne udnytte. Endelig har
vi vaeret inde pa, at visse optimeringsmetoder (typisk indenfor heltalsoptimering)
var “vanskelige”, forstdet sadan at der kunne ga meget tid med at finde en Igsning
ved hjelp af selv den smarteste algoritme.

I dette kapitel diskuterer vi disse ting lidt n&rmere, hvilket (som man nok
kunne ane) sker ved at vi formaliserer begrebet “vanskelig” 1 tilknytning til
optimeringsmetoder; samtidig skifter vi sa til det noget mere overbevisende navn
“kompleksitet”. Kapitlet afviger lidt fra de hidtidige, for der vil ikke blive snakket
om nye metoder til konkret problemlgsning; i stedet skal kapitlet ses som et lille
supplement til den almene dannelse, specielt pa det operationsanalytiske omrade.
Sagen er den, at teorien om kompleksitet trods sin ikke s@rlig lange levealder — den
fremkom omkring 1970 — allerede er s& indarbejdet i faglitteraturen, at det i stadig
stigende grad svirrer med udtalelser om, at denne eller hin metode er “polynomial”
eller “NP-komplet”. Hvad det sa er for noget, far man at vide her; formalet med
kapitlet er dels at forklare et (heldigvis overskueligt) antal fagudtryk, og at give sd
meget fornemmelse af, hvad det drejer sig om, at man vil vere i stand til at forsta
diskussionerne pa feltet — sa l&nge de ikke bliver alt for syrede.

2. Beregninger og deres kompleksitet

Som udgangspunkt er sverhed eller vanskelighed af en given opgave noget, man
kender godt fra egen erfaring. Pa den anden side har man lige s& megen erfaring
for, at det, man selv synes var svart, forekom nemt for en anden streber 1 ens
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omgangskreds, sa det virker ikke som om det er sa nemt at male. Det ggr man
egentlig heller ikke, s& et eventuelt hab om ad objektiv vej at fastsla, at der var
eksterne arsager til ens mangel pa succes i den hidtidige akademiske karriere, ma
desvearre skuffes. Man slar problemer sammen i ret store klasser, indenfor hvilke
man ikke skelner; det afggrende er, hvilken af klasserne, som et givet problem skal
puttes i.

Fra starten gar man ret intuitivt frem (og bliver s& mere og mere sofistikeret,
efterhdnden som man mgder modstand). Hvis man skal male, hvor svart det er at
lgse et problem, kan man prgve at lade en eller anden forsggsperson lgse det og
male tiden. Da man roder sig ind i en del subjektivt snavs ved at valge en person,
er der gode argumenter for at lade en robot lgse problemet. Det skal selvfglgelig
ikke vaere en hvilkensomhelst robot; en bilvaskerobot kan ganske vist vaske biler
med og uden voksbehandling, undervognsvask og sa videre, men den er ikke til
megen hjelp hvis vi star med et Traveling Salesman problem snarere end med en
snavset bil. Kort sagt, vi skal bruge en slags universalrobot, noget i retning af en PC,
som kan fodres med vilkarligt mange data; det er dog ikke hensigtsmessigt, at vor
méalemaskine er en konkret eksisterende maskine (f.eks.en IBM PC af drgang 1993),
for den konkrete arkitektur af en sadan bliver meget hurtigt foreldet. Den maskine,
som vi bruger, er derfor en teoretisk computer, den sakaldte Turing-maskine, der pa
sin side er bedre end alle eksisterende maskiner (fordi den kan tage imod vilkarligt
lange input-sekvenser), og pa den anden side fremstar som noget primitiv, da den
mangler alle de salgsfremmende dimser, som en moderne computer er udrustet
med. Vi kommer tilbage til maskindiskussionen i lgbet af et par afsnit.

Det naste skridt er sa at finde et mal for, hvor lang tid det tager at lgse
pa en computer. Her er der et par generende detaljer: Den tid, det tager, vil
selvfglgelig athenge af, hvilken metode man bruger til udregningen, dvs. af
beregningsalgoritmen. Ved et banalt problem som addition af to tal er der jo
ikke sa mange algoritmer at velge imellem, idet denne addition opfattes som en
af de basale regneoperationer, som enhver computer klarer i ét trin (det sidste
er strengt taget ikke helt rigtigt; addition er faktisk en hel rekke opdateringer af
processor’ens registre, men det ggres pa en standard made i alle computere). Men
f.eks. for et lineert programmeringsproblem er der, som vi sa, flere forskellige
algoritmer at vaelge imellem, og det ggr netop betydelig forskel, hvilken algoritme
der vaelges. Denne flertydighed vil vi klare ved at antage, at der overalt velges den
algoritme, som garanterer hurtigst beregning, siledes at den leengste tid, der kan gé
i noget specialtilfaelde, er mindst mulig. Kompleksiteten af en problemtype er altsa
kompleksiteten ved den smarteste made at Igse problemet pa.

Sidst, men ikke mindst, hvad er det vi méler, hvad forstas ved en problemtypes
kompleksitet? Det kan n®ppe vare et tal, for vanskeligheden ved at lgse et
problem afh@nger klart af problemets stgrrelse. Derfor ma det vere en funktion
af problemstgrrelsen (antal parametre 1 en eller anden forstand, som vil blive
preciseret hen ad vejen). Og som n@vnt 1 tidligere skal vi ikke sondre mellem
serlig mange klasser af funktioner. Den vigtigste sondring er mellem polynomier
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og andre funktioner. Et polynomium p(n) i n er et udtryk af formen
p(n) = axn® +---a1n + ag

hvor a; er reelle tal (typisk ikke-negative), for 2 = 0,1,...,k. Et polynomium i
n vokser med n, endda ret hurtigt, hvis der er led af hgjere grad 1 n, men vaksten
er alligevel for intet at regne mod eksponentiel vaekst, f.eks. funktionen 2". Hvis
antallet af beregningstrin vokser eksponentielt, har vi at ggre med et stygt problem.

3. Decisionsproblemer

Nar vi fordyber os lidt mere i teorien, vil vi i fgrste omgang slet ikke betragte
problemer som addition eller maximering, men problemer, hvis lgsning er enten Ja
eller Nej, sakaldte decisionsproblemer. Ofte er det ikke svert at transformere et
givet problem til et decisionsproblem — det banale additionsproblem m + n =
? kan jo laves om til: Givet m,n og k, er m + n = k? - og selvom
problemerne ikke er identisk de samme vil de ofte vise sig at vere ®kvivalente
1 kompleksitetssammenhang.

Lad os tage et andet eksempel, Traveling Salesman problemet, jvf. vor
diskussion i kapitel 4: Givet en endelig maengde M = {1,...,m} af byer og
for hvert ordnet par (i, j) af forskellige byer en omkostning ¢;; ved at bevaege sig
fra 7 til 7, find en rute gennem alle byer som minimerer den samlede omkostning,
dvs. en permutation 7 af mengden M = {1,...,m} s

C(m(i),m(i+1)) T C(m(m),m(1))
1

m

?

er mindst mulig. Dette er et som bekendt et heltalsprogrammeringsproblem, som
ganske vist kan Igses ved én for én at gennemga alle permutationer 7, noget der
dog hurtigt forbyder sig selv, idet der jo er m! af dem. Problem er ét af de ret
besvarlige, hvor der ikke findes gode algoritmer.

Forelgbig skal vi blot notere os, at vi kan fa et decisionsproblem ud af Traveling
Salesman ved for et givet tal B at spgrge, om der findes en rute med afstand
mindre end B. Med andre ord, vort decisionsproblem bliver: Givet mangde
M = {1,...,m} og tallene ¢;;, i,j = 1,...,m, samt tallet B, findes der en
rute (permutation ) siledes at

D Clatiym(irn)) + Cam),m(r)) < B?
1=1

Tydeligt nok er det mindst lige sa svert at Igse minimeringsproblemet som at lgse
decisionsproblemet, sa hvis det sidste er “svert” er optimeringsproblemet det ogsa.
Det kan igvrigt vises, at de to problemer er i en vis forstand lige svere.
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Idet vi stadig holder os til det intuitive niveau, kan vi notere os, at for to udgaver
af Traveling Salesman decisionsproblemet ovenfor, hvor m! (antallet af byer i det
forste problem) er meget stgrre end m? (antallet af byer i det andet problem), er det
rimeligt at anse problem 1 som “stgrre” end problem 2, ja faktisk kan vi bruge dette
m som et mal pa problemets omfang. Hvis vi nu forsgger at Igse problemet ved den
direkte metode, saledes at vi gennemgar samtlige ture og derefter svarer Ja eller Nej,
skal vi udfgre mindst m!K operationer, hvor K er et mal for de operationer, som er
involveret i addition af stgrrelserne ¢ (), (i+1)) 0g sammenligningen med B (dette
K vil typisk atha@nge linezrt af m), og for selv ret sma m bliver det et astronomisk
tal. Da m! er af samme stgrrelsesorden som 2™ ser vi, at kompleksiteten af vor
beregningsmetode er eksponentiel, hvilket er et udtryk for, at det for store m tager
for lang tid at lgse.

I praksis vil enhver lgsning af et decisionsproblem via en computer kreve en
kodning af problemet til symboler som computeren kan lese. Dette kan tenkes
at ske pa mange forskellige mader, og det betyder faktisk ikke sd meget, pracis
hvilken kodning der benyttes. Vi skal nemlig ikke interessere os for et mal i form
af et bestemt tal som udtryk for kompleksiteten, men for om beregningstiden er en
ikke sarlig drastisk voksende funktion af problemets stgrrelse, eller den omvendt
vokser meget hurtigt, saledes som det kan vises at vare tilfeldet for Travelling
Salesman problemet. Som fglge heraf er det heller ikke s& meget de enkelte
operationer 1 algoritmerne, der interesserer os, som eksistensen af en eller anden
beregningsmetode (hvor markelig den sa matte vere) der klarer problemet som en
p@n funktion af dets stgrrelse.

Selvom den specifikke kodning ikke interesserer os sa meget, ma vi opholde
os lidt ved den grundleggende struktur. Det oprindelige problem oversattes ved
kodningen til en lang liste af symboler (f.eks. en liste af 0 og 1 og mellemrum).
Disse fodres sd ind i en maskine (eller maskinen tager imod andre symboler, f.eks.
ASCII, men oversatter sa selv til 0 og 1). Maskinen gar da igang, og efter at have
behandlet vort kodede decisionsproblem ender den med at sige “Ja” eller “Nej”
(med de symboler, der er til radighed). Altsé: vort oprindelige problem er kogt ned
til at der er visse ganske bestemte symbollister, som maskinen skal reagere med
et “Ja” pa indenfor en vis tid (som er udtryk for kompleksiteten), mens alle andre
lister far et “Nej”. I faglitteraturen bruges en bestemt terminologi for disse ting:
Vi har den givne m&ngde af symboler, der kaldes for et alfabet (i vort eksempel
bestdende af 0 og 1). En liste af symboler fra alfabetet kaldes et ord (over det givne
alfabet), og en m@&ngde af ord kaldes et sprog. Hvis en bestemt maskinen ender med
“Ja” netop nér den fodres med ordene i et givet sprog, siger vi, at den accepterer
dette sprog. Man kan saledes opfatte maskinens rolle som at den skal genkende en
bestemt struktur i et ord, svare “Ja” hvis det hgrer til sproget, “Nej” ellers.

Som man kan fornemme, er denne terminologi brugbar ved studiet af maskinel
bearbejdning af (sedvanlige) sprog eller af billeder. Her skal vi koncentrere os om
en bestemt slags maskiner og sprog accepteret af disse.
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4. Turing maskiner

Til Igsning af generelle decisionsproblemer (eller snarere, til “genkendelse” af
bestemte sprog) vil vi benytte en slags idealiseret computer, som igvrigt er opfundet
fgr de praktisk anvendelige, nemlig af A.Turing i 1936. P& en simpel made
sammenfatter denne, hvad en computer kan, og som s®tter sig ud over den
konkrete computers kapacitetsbegrensninger. Essentielt er Turing maskinen en
slags automat, som reagerer pa et input ved at producerer et ganske bestemt output.
Den afggrende finesse i Turing maskinen, det der ggr den til en computer, er, at den
er 1 stand til at modificere sine instrukser.
Vi kan forestille os en Turing maskine som bestaende af

(1) styringsdel med endelig mange tilstande
(2) et skrive-lese-hoved
(3) et band af uendelig l&ngde, bestdende af celler nummeret

.—3,-2,-1,0,1,2,3,...;

bandet kan bevages i begge retninger:
Et program for Turing maskinen bestar af fglgende:

(a) Enendelig mangde af bandsymboler, dvs. et alfabet I, som skal indeholde en
delmangde X af input symboler og et specielt mellemrumssymbol v € T\3.

(b) En endelig mangde af tilstande (), indeholdende en specificeret start-tilstand
q, 0g to stop-tilstande q; og qn .

(3) En overgangsfunktion 6 : (Q\{qs,qn}) x [ — Q x I x {—1,+1}.

218



Vi bruger lidt (standard) notation og terminilogi: Hvis A er en mangde af
symboler, kan vi betragte alle mulige endelige fglger af symboler fra A. Denne
meangde skrives A*, og dens elementer kaldes ord. Analogien med s@dvanlige
alfabeter og ord er oplagt, men i vor sammenhang er alle bogstavkombinationer
ord.

Programmet fungerer som fglger: Maskinen starter i g, med skrivelesehovedet
ved celle 1. Hvis maskinens tilstand er enten ¢ ; eller ¢, stopper beregningen, og
det endelige svar er henholdsvis “Ja” og “Nej”. I modsat fald er maskinens tilstand
qiQ\{qs,qn}, og overgangsfunktionen § specificerer da til denne tilstand ¢ og
det symbol, der star i celle 0 (som eventuelt kan vere v) en ny tilstand ¢’ for
styringsdelen, et nyt symbol s’ som skrives i stedet for det s, der stod i cellen, og
en bevagelse af skrive-laese-hovedet, en celle til venstre hvis der star —1 pa tredie
plads i d(q, s), en celle til hgjre hvis der star +1.

Beregningen er afsluttet, hvis maskinen pa et eller andet tidspunkt kommer i
tilstanden ¢ ; 1 hvilket tilfelde vi siger, at maskinen har accepteret det ord w € X",
der stod pa bandet ved starten, eller hvis maskinen kommer i tilstanden ¢ , hvorved
ordet w er forkastet. Men det er ikke udelukket, at maskinen slet ikke stopper.

Vi ser, at der er en tet forbindelse mellem maskinens umiddelbare funktion,
som er at acceptere eller forkaste ord, dvs. at genkende sprog ligesom de endelige
automater i forrige kapitel, og decisionsproblemerne, idet disse sidste efter kodning
fremstar som ord, der accepteres af maksinen, hvis svaret er “Ja”.

Maskinen kan faktisk bruges til mere end dette, nemlig til at beregne funktioner.
Hvis vi har en maskine, der stopper for alle ord w i en vis delmangde af ¥*, far vi
derved en funktion f fra alle saidanne ord w til ord f(w) i I*,idet vi som funktionens
verdi tager alle de symboler, som staricelle 1,2, 3. .. osv. frem til fgrste celle med
etv.

Trods den tilsyneladende noget besverlige funktion af Turing maskinen er den
faktisk i stand til at udfgre alt hvad eksisterende computere kan (nar programmet
vaelges pa passende made), og den kan saledes opfattes som en idealisering af
bade computere og den menneskelige hjerne, det sidste i det mindste hvad angar
beregningsarbejde.

Vikan nu definere (tids-)kompleksitet af beregning ved at telle antallet af skridt
inden maskinen stopper ved g eller gn: For et program M i en Turing maskine,
konstrueret saledes at det stopper for alle inputs, er tidskompleksitetsfunktionen
Ty : N, — N, givet ved

Ty (n) =max{m| der findes x € £*, med {(z) =n, s

beregningen stopper i ¢ eller qx efter m skridt }

Et program M i en Turing maskine siges at vere et polynomialt tids program hvis
der findes et polynomium p séledes at T/ (n) < p(n) for alle n.

Fra disse overvejelser, der alle har at ggre med at acceptere sprog, kan vi ga
videre og isolere en klasse af s@rlig “p@ne” problemer: Lad L vare et sprog, dvs.
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Eksempel 13.1

Nedenfor er angivet et Turing maskine program, der accepterer alle ord, som (lest fra
venstre mod hgjre) ender med to nuller:

r={0,1,b}, £ = {0,1}

Q =1{q0,91,92,43,97,an}

Tabellen nedenfor angiver overgangsfuntionen §:

0 1 b

q0 (q050)+1) (q0517+1) (q17b7_1)
q1 (qQabv_l) (q37b7_1) (qubv_l)
q2 (qYaba_l) (QN,b,_l) (qNaba_]-)
q3 (QN7b7_1> (qNaba_l) (QN,b,_l)

En beregning med programmet kan se ud som fglger (hvor vi har givet input 10100: Vi
starter i tilstand gg med bandet

Tilstandgo --- |[b|1|0][1]0|0|b] --- lesercelle 2
hvor der leses fra den forste ikke-blanke celle fra venstre, altsa fra den viste celle 2 (fra
venstre). Der laeses nu 1 og vi gér derfor ifglge tabellen til naste celle mod hgjre (celle 3),
idet vi bliver i tilstand gg og lader 1-tallet sta:
Tilstand go --- |b]|1]0]1]0]|0|b]| --- lesercelle 3;
igen flyttes en plads til hgjre, s vi far
Tilstandgo --- |b|1]0[1]|0|0|b] --- leeser celle 4,
og sa fremdeles gennem fglgende trin:

Tilstandgo --- |b|1]0[1]|0|0|b] --- leesercelle 5,

Tilstand go --- |b]|1]0]1]0]0|b]| --- lesercelle 6,

Tilstand go --- |b]|1]0]1]0]|0|b]| --- lesercelle 7.

Nu leser maskinen en blank celle, og det far den til at skifte tilstand til g; og gé en
celle tilbage:

Tilstand g1 --- |b]|1]0]1]0]|0|b]| --- lesercelle 6;

nullet i den leste celle viskes ud, der skiftes tilstand til g2 og gés endnu et skridt
tilbage:
Tilstand g2 --- |[b|1]0[1]|0|b]|b]| - lesercelle5,

hvor der leeses endnu et nul; det fir maskinen til at g& i ¢, samtidig med at den
igvrigt visker nullet ud og rykker endnu en celle tilbage:

Tilstand gy --- |b|1]0|1|b|b]|b] --- leesercelle 4.
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Eksempel 13.1, fortsat

Det afggrende er, at maskinen har accepteret vort input, idet den jo er endt i tilstand q ;.
Vi kan igvrigt af denne beregning se, hvordan programmet virker: Fgrst kgrer vi inputtet
igennem, indtil vi er sikker pé at have scannet sidste symbol. S& checker vi om dette sidste
symbol er et 0; hvis det er det, skifter vi tilstand (”’sidste symbol O verificeret”) og gentager
proceduren, idet vi visker dette symbol ud og rykker tilbage. Hvis ogsa det nye sidste
symbol er et 0, er sagen i orden.

Eksemplets program var naturligvis overordentlig simpelt; generelt er programmer
for Turing-maskiner en del vanskeligere at gennemskue umiddelbart, og det er egentlig
heller ikke formalet. Pointen er som regel, at der findes et program, der ggr et eller andet,
i dette tilfelde checker for to nuller i enden. Turing maskiner kan langt mere, hvilket
berettiger til deres centrale placering i denne type overvejelser.

en delmengde af 2*, som er fremkommet ved indkodning af alle tenkelige tilfzlde
af et givet beregningsproblem. Hvis M er et program i en Turing maskine, som
stopper for alle input i >* og som stopper i ¢y netop for de ord w, som eri L,
saledes at maengden L, af de ord, som accepteres af maskinen, er netop L, siger
vi, at programmet M genkender L; vi definerer da maengden

P = {L| der findes et polynomialt tids program M med L,; = L}.

Vi siger, at problem tilhgrer P hvis det under en eller anden kodning gar over i et
sprogi P.

Problemer i P, ogsa kaldt polynomiale problemer er at opfatte som s@rdeles
simple — eller omvendt, problemer, som ikke er i P, er saidanne, hvis lgsning for
store n kan tage overordentlig lang tid. Ved en ngjere gennemgang af enkelte
problemer viser det sig, at man for mange “gangse” problemer — som f.eks. vor ven
Travelling Salesman” ikke kan vise, at de tilhgrer P, idet man indtil videre ikke har
kunnet angive et polynomialt tidsprogram. Meget tyder pa, at det heller ikke vil
vere muligt. Vi skal derfor ga et skridt videre og betragte en klasse af problemer,
der med hensyn til kompleksitet ligger et trin over de polynomiale.

5. Ikke-deterministiske Turing maskiner og klassen NP

For at motivere interessen for en anden og mere generel type af Turing maskiner vil
vi et gjeblik vende tilbage til Traveling Salesman. Som n&vnt i forrige afsnit har
det hidtil ikke vaeret muligt at finde en algoritme, der 1 polynomial tid kan afggre
alle Traveling Salesman decisions problemer. Pa den anden side, hvis vi har et givet
problem, specificeret ved byer, afstande, og en vis begrensning B, og vi far opgivet
et forslag til en rute, er det en forholdsvis simpel sag at verificere, at forslaget faktisk
er en rute, og at denne rute opfylder begrensningen. Denne verifikationsprocedure
kan faktisk gennemfgres i polynomial tid.

Det er klart, at verifikation af et forslag til Igsning ikke er det samme som en
systematisk procedure til at finde l¢gsningen; man springer et led over, som overlades
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til et gaet. Nar man udregner tiden brugt pa verifikation af en (gattet) Igsning og
ikke medtager tiden brugt pa at sgge en sadan, har vi selvfglgelig udeladt et ikke
uvasentligt af, hvad der indgar i en realistisk lgsningsprocedure. Det viser sig dog
alligevel, at der kommer noget frugtbart ud af denne betragtningsmade.

Teknisk definerer vi klassen af lidt-sverere-end-polynomiale problemer ved
hjelp af ikke-deterministiske Turing maskiner, der 1 det store og hele er opbygget
som de almindelige (“deterministiske’) Turing maskiner fra forrige afsnit, bortset
fra at de er udstyret med et “gatte-modul”, som klarer den indledende fase. Vi kan
anskue en ikke-deterministisk Turing maskine som fglger:

Den tekniske specifikation af et program er den samme som fgr, idet den stadig
bestar af band-alfabet I, input alfabet >, mellemrumssymbol v, tilstande () med
starttilstand g, og sluttilstande ¢; og g, samt overgangsfunktionen

§:(Q\{gs,qn}) X I — Q x I x {—1,+1}.

Det er egentlig kun i fortolkningen af, hvad der foregar under en beregning, at der
er forskel.

Beregningen pa en ikke-deterministisk Turing maskine foregar i to trin. Fgrste
trin er et “gaet”. I starten er input ordet w skrevet i cellerne fra 1 op til (w)
og alle andre celler er tomme. Skrive-l&se-hovedet hgrerende til styringsdelen
star ved celle 1, gaettemodulets skrivehoved ved celle -1, og styredelen er inaktiv.
Gattemodulet beordrer sd skrivehovedet til at skrive et symbol fra I i cellen og
rykke en celle til venstre, eller til at stoppe. Ved den sidste ordre stopper g&tningen,
styringsdelen gar i gang, og beregningen fortsetter ligesom for en deterministisk
Turing maskine. Denne beregning stopper, hvis maskinen kommer 1 tilstand ¢
eller qn; 1 fgrste tilfelde har maskinen accepteret ordet w. Bemerk, at for et givet
input w er der uendelig mange beregningsforlgb, nemlig et for hvert muligt ord
tilfgjet 1 gettefasen. Hvad der kraeves for at ordet w anses for accepteret er at ét af
disse forlgb enderiq;.
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Fra nu af kan begreberne defineres helt som i forrige afsnit: Sproget Ly,
defineres som alle de ord 1 2*, der accepteres af M ; Tiden anvendt til beregningen
settes til at vaere antallet af skridt brugt i savel gette- som beregningsfasen. Endelig
har vi tidskompleksitetsfunktionen 7%, : N, — N, givet ved

Trr(n) = max{{1}U{m| der findes x € Lj; med {(z) =n

sd at tiden brugt til accept af x er m.}}

Bemark, at der kun regnes med tiden brugt i input, som ender med accept af x; hvis
der slet ikke er sédanne ord af lengde n, s@ttes T, (n) pr. konvention til 1. At man
kun ser pa input, som accepteres, h@nger sammen med, at accept og forkastelse ikke
optraeder helt symmetrisk 1 ikke-deterministisk beregning (det gjorde de i forrige
afsnit). Vi skal ikke ga nermere ind pa disse detaljer.

Vi kan nu definere et polynomial tids-program for en ikke-deterministisk
Turing maskine ved at Ty (n) < p(n), alle n > 1, for et eller andet polynomium,
p, og vi har da en klasse

N P ={L| der findes et polynomialt program i en

ikke-deterministisk Turing maskine, som genkender L}

af sprog, som kan genkendes i polynomial tid af en ikke-deterministisk Turing
maskine. Vi identificerer som s@dvanlig problemer med sprog gennem passende
kodning og kan séledes tale om, at det og det problem hgrer til klassen N P.

6. Polynomiale transformationer og N P-komplette problemer

Vihar pd nuvaerende tidspunkt etableret et hierarki af problemer, saledes at vi nederst
har de polynomiale, der kan anses for rimeligt handterlige. Ovenover disse har vi sa
klassen N P, som er en stgrre klasse; hvis et problem tilhgrer P og altsa accepteres
af en deterministisk Turing maskine, vil den sa meget mere kunne accepteres af en
ikke-deterministisk maskine og er altsa i N P. Men der er problemer, som er i N P
og ikke i P: Vort hardt prgvede eksempel Traveling Salesman er et sadant.

Det naste spgrgsmal, som melder sig naturligt, er om denne inddeling i
“svaerhed” eventuelt kan ggres finere, sdledes at man f.eks. vil kunne sondre imellem
problemer indenfor N P\P. Som et fgrste trin til at sondre imellem problemer
har vi behov for et mal for, at to forskellige problemer er lige svare; her er det
intuitivt oplagt at benytte som kriterium, at det ene problem “let” skal kunne
transformeres til det andet, og omvendt. Hvis vi hertil fgjer, at vi ved “let ” vil
forsta, at denne transformation skal kunne foretages af en deterministisk Turing
maskine i polynomial tid, har vi et rimeligt kriterium for at sammenligne sverhed
af problemer. Bemark, at vi allerede 1 afsnit 1.2 noterede os Turing maskinens
mulighed for at beregne funktioner.
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Vi siger fglgelig, at sprog Ly kan transformeres polynomialt til et sprog Lo,
skrevet Ly o< Lo hvis Ly C X7, Lo C X3, og der findes en funktion f : 37 — X3
som opfylder

(a) der eksisterer et polynomial tids program som beregner f
(b) x € Ly hvis og kun hvis f(x) € L.

To sprog er &kvivalente hvis Ly o< Ly 0og Lo o< L.

Begrebet polynomiale transformationer kan nu benyttes til at isolere en klasse
af “seerlig svere” N P-problemer. Vi siger, at et sprog L er N P-komplet hvis det
er NP, og der for alle sprog L' i NP galder, at L' < L. Endelig identificerer vi
som vanligt problemer med sprog.

At et problem er N P-komplet, betyder, at det med meget stor sandsynlighed
ikke er polynomialt. For hvis det skulle vise sig muligt at finde en algoritme som
lgste problemet i polynomial tid, da ville man samtidig have fundet en polynomial
algoritme (nemlig transformation + den nye algoritme) for ethvert problem i N P,
hvilket ville veere noget i1 retning af en historisk begivenhed. Bemark dog, at dette
sidste faktisk ikke er udelukket. Man har ikke noget bevis for, at bare et eller andet
N P problem ikke har nogen polynomial algoritme; teorien er sa at sige ikke ferdig
endnu.

At vise for et konkret problem, at det tilhgrer klassen af /N P-komplette
problemer, betyder, at man dels ma angive et polynomialt program for en ikke-
deterministisk Turing maskine, som lgser dette problem (herved har man sikret
sig, at problemet ikke er svarere end N P) og dernast, at alle N P problemer kan
transformeres til det givne. Dette kan vaere no sa vanskeligt, men man er i praksis
hjulpet ved, at det er nok at vise, at é&t /N P-komplet problem kan transformeres;
relationen o< er transitiv.

7. SATISFIABILITY og Cook’s s&tning*

Indtil nu har vi ganske vist indfgrt et omfattende begrebsapparat, men vi har ikke
vist noget og er derfor principielt ikke blevet meget klogere. Der mangler en viden
om, at et eller andet konkret decisionsproblem, enten Traveling Salesman eller et
andet, er NP-komplet. Har vi fgrst det, kan vi fa en hel rekke andre ved at vise,
at dette konkrete problem kan transformeres polynomialt til andre. Ngglen til den
videre succes er derfor et resultat om bare et enkelt decisionsproblem.

Denne nggle blev leveret af Cook 1 1971, og resultatet, der som det allerede
er fremgaet er helt centralt for kompleksitetsteorien, hedder derfor Cook’s s@tning.
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Vi vil i det fglgende give en noget populariseret version af Cook’s resultat, hvor der
skgjtes hen over en del besverlige detaljer. Det kan imidlertid stadig give en vis
fornemmelse af, hvordan kompleksitetsteorien er skruet sammen.

Det konkrete problem, som behandles, virker umiddelbart ikke som et, man
ville veere faldet over i dagligdags problemer. Det skal man dog ikke lade sig narre
af, for som angivet ovenfor er det afggrende ikke, om problemet er hverdagsagtigt,
men om det let lader sig omforme til hverdagsagtige problemer, og det ggr det
faktisk.

Problemet, der gar under betegnelsen SATISFIABILITY (der er tradition i
denne teori for at skrive problemnavne med store bogstaver) eller kortere, SAT,
kraever lidt ny terminologi: Vi starter med et antal variable U = {uy,...,upn},
der tager verdier O eller 1 (det kalder man ofte for Boole’ske variable). Vi vil
foruden hver af disse variable u; ogsa operere med deres negation u,; fortolket som
“ikke-u;”. En funktion ¢, der til hver variabel giver enten 7' (sand) eller ' (falsk),
kaldes for en tildeling af sandhedsverdi (truth assignment).

En formel (eng.: clause) over U er et udtryk af typen {uo, U5, ug} fortolket
som “ ug eller ikke-us eller ug”, dvs. formlen tilfredsstilles af enhver tildeling ¢,
som ikke har t(ug) = F, t(us) = T, t(ug) = F. Vi kan nu formulere SAT: Givet
en maengde C af formler over U, findes der en tildeling ¢, som tilfredsstiller alle
formlerne i C?

Der gelder nu fglgende resultat (Cook, 1971), der kan ses som grundleggende
for hele kompleksitetsteorien:

SATISFIABILITY er NP-komplet.

Et sterkt skitseret bevis for Cook’s s@tning gar som fglger: Det er let at se,
at SAT er i klassen NP. Man skal nemlig her blot vise, at hvis der er gattet pa en
tildeling ¢, da er der et polynomialt Turing maskine program, der checker om ¢
tilfredsstiller alle formler i C'. Hele vanskeligheden ligger i at vise, at der for alle
NP-sprog L gelder L < Lgar. Det gar vi sa i gang med.

Lad os derfor starte med et vilkarligt sprog L, som er NP, hvilket vil sige, at der
er et ikke-deterministisk Turing maskine program, som genkender det. Vi kalder
programmet for M, og det bestar som tidligere af I', A, b, @), herunder qg, q5,n,
og 0. Vi ved, sa hvis input x € X* accepteres af M, er der en beregning, hvor
antallet af skridt i sdvel gatte-del som regnedel ikke overstiger p(n), hvor p er et
polynomium og n = |z|, lengden af x. Specielt kan maskinen aldrig have brugt
andre celler end dem nummereret fra —p(n) til p(n) + 1.

Det, vi nu skal ggre, er at angive en transformation af sproget til SAT (strengt
taget skulde vi transformere til en mangde af ord som er kodede udgaver af SAT,
men det springer vi over, da den specifikke kodning som altid er uvasentlig). Til
det formal indfgrer vi en hel stak af variable, som tilsammen skal vare mangden
U. Det drejer sig om fglgende:
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variabel definitionsomrade fortolkning

Qli, k] 0<i<pn) P4 tidspunkt i er M i tilstand gy,
0<k<r
Hli, j] 0<i<pn) Pa tidspunkt i er 1.-s.-hovedet
—p(n) <j<pn)+1 ved at lese celle j
Sli, j, k] 0<i<pn) P4 tidspunkt i er indholdet
—p(n) <j<pn)+1 i celle j symbolet sy
0<k<v

En beregning ved M svarer faktisk til en passende tildeling af sandhedsvardi
til hver af disse variable. Man ser nu, hvor det barer henad, og det bliver endnu
klarere, nar vi derefter noterer os, at det naturligvis ikke er alle tildelinger, der
modsvarer en beregning ved M. Hvad vi derfor skal ggre for at lave fr, der
omformer L til en udgave af SAT, er at opstille en familie af formler, der alle skal
vere tilfredsstillet af en tildeling for at denne svarer til en beregning med M .

Opstillingen af denne familie af formler er en lidt omstendelig affere, og her
vil vi tillade os at snyde ved kun at angive starten (en fuld redeggrelse kan findes
enten i Cook’s originale papir eller i den klassiske fremstilling, som er Garey og
Johnson (1979)). Formlerne kan opdeles i seks grupper GG1, ..., Gg. Den fgrste
gruppe (G; indeholder formlerne

{Q, 0], QL. 1], ..., Q[i, 7]}, 0 <@ < p(n),

{Qli,4],Qli, 5]}, 0 <i < p(n), 0 <j<j <r.

Disse formler siger blot det simple, at M dels er i mindst en eller anden tilstand, dels
ikke 1 mere end én tilstand ad gangen. Ikke chokerende i sig selv, men betingelser,
der skal med, hvis vi skal beskrive M helt ved formler og tildeling af sandhedsverdi.
Helt tilsvarende skal vi i gruppen (G5 skrive betingelser for, at laese-skrive-hovedet
pa hvert tidspunkt 7 ser pa netop en celle (her bruges H-variablene), og i gruppe
G5 at hver celle indeholder netop ét symbol fra I' (hvortil vi bruger S-variable). 1
gruppe G4 skal vi udtrykke, at beregningen pa tidspunkt O er i den initiale tilstand for
checke-delen af programmet, og G5, der indeholder den ene formel {Q[p(n), 1]},
forteller, at pa tidspunkt p(n) er M i tilstand gy (og har accepteret ). Endelig
er der G, som skal udtrykke, at pa hvert tidspunkt ¢ fglger konfigurationen pa
tidspunkt ¢ + 1 ved én anvendelse af overgangsfunktionen ¢ fra konfigurationen pa
tidspunkt ¢. Ogsé dette kan udtrykkes ved variablene af type H, () og S og deres
negationer.

Dermed har vi (bortset fra en del detaljer) angivet en transformation fra L til
SAT. Det eneste der mangler, er at vise at denne transformation kan gennemfgres i
polynomial tid. Det er imidlertid en simpel konsekvens af vor fremgangsmade, for
vi har netop angivet alle de formler, der skal skrives op, og nar man har n og p(n),
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kan man udregne, hvor mange variable og hvor mange formler, der kan blive tale
om, og det kan ikke Igbe op til mere end omkring p(n)*, som selv er et polynomium.
Dermed er vi ved det gnskede resultat. ()]

8. Andre NP-komplette problemer

Hyvis vor historie stoppede ved Cook’s s&tning og NP-kompletheden af SAT, havde
vi ganske vist fundet ud af, at der fandtes NP-komplette problemer, men klassen
af sddanne kunne stadig tenkes at vaere temmelig eksotisk. Det er imidlertid ikke
tilfeeldet. Nar man fgrst ved, at SAT er NP-komplet, kan man ga videre til en reekke
andre problemer. Teknikken er nasten altid den samme: For et givet problem
overbeviser man sig fgrst om, at det tilhgrer klassen NP, og det er som regel ligetil.
Dernast viser man, at et kendt NP-problem kan transformeres polynomialt til det
givne, og man er ferdig.

3SAT. Det er praktisk som det fgrste nye problem at tage et, der er ret meget
lig det, vi lige har haft: Problemet 3SAT er givet ved en ma&ngde C' af formler
over variablene i U, siledes at hver formel kun indeholder 3 variable (eller
deres negation), og det galder ligesom tidligere om at finde en tildeling af
sandhedsveardier, der tilfredsstiller samtlige formler.

Opgaven er ifglge det foregdende at vise, at SAT kan transformeres til 3SAT.
Da vi 1 SAT har formler med mere end 3 variable, skal vi finde nogle nye variable,
som vi kan bruge til at omformulere de givne formler til 3-formler. Lad U og
C = {c1,...,cn} vere henholdsvis variable og formler i en udgave af SAT. For
et givet j skriver vi

c; ={z1,..., 2k},

hvor z;’erne er variable eller deres negationer. Der er flere tilfeelde athengig af
k’s stgrrelse, og 1 hvert tilfelde supplerer vi med en mangde U; af nye variable og
laver en mangde Cj’- af 3-formler:

(1) k = 1. Visetter U; = {y;,y7}, hvor y; og y7 er nye variable, som vi
har opfundet pa stedet, og vi indfgrer de fire nye formler i C'J’- som

{Z17 yjla y?}? {Zla y]l?g]z}a {Z17g;7 y?}? {Z17 g]l)g?}

(2) k = 2. Visatter U = {y;} og lader C bestd af {21, z,y;} samt

{217 22, g} } :
(3) k = 3. Her behgver vi ikke nye variable, og vi lader C' ]’ besta af formlen
Cj.

(4) k> 3. Mangden af nye variable er {y;|1 < i < k—3},0gdenye formler
er dels {21, 22,y} }, dels alle formler {§%, 242,y } for1 <i < k—4,
og endelig {gj;?_‘o’, Zk—1y 2k }-
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Der resterer nu at checke, at den samlede mangde af 3-formler over den nye
udvidede ma@ngde af variable er kan tilfredsstilles af en tildeling af sandhedsvardier,
netop nér den oprindelige ma@ngde af formler kunne. Det vil vi ikke ga i detaljer
med; for nogle af tilfeldenes vedkommende er det ret oplagt, idet man tilfgjer
variable pa en sadan made, at man netop er dakket ind; for andre er det maske
ikke helt indlysende, men det kan let checkes. Endelig skal transformationen vere
polynomial, hvilket er ret ligetil, eftersom vi har angivet en forskrift for, hvorledes
man laver de nye formler, og antallet af ngdvendige nye variable og formler er
polynomialt begrenset. Alt ialt har vi derfor, at 3SAT er NP-komplet.

Overdakningsproblemet VC. Det naste problem, vi vil se pa, forer os tilbage
til noget, vi har set tidligere, nemlig en overdekning i en graf (V, F), dvs. en
delmangde V' af V séledes at hver kant i E er incident med mindst et punkt i V.
Problemet er givet ved grafen (V, E') og et tal K, der naturligvis skal vere < |V,
antallet af punkter i grafen, og spgrgsmalet er sa, om der findes en overdaekning
V" med ikke over K punkter. Dette problem betegnes VERTEX COVER eller blot
VC. Vi viser (i hovedtrek), at VC er NP-komplet.

Igen er fremgangsméden at transformere et kendt NP-problem til VC. Nu har
vi ogsa 3SAT til vor radighed, sa den bruger vi. Vi starter derfor med en mangde
C ={c1,...,cn} af 3-formler over en mangde U af variable, og skal konstruere
en graf, der har en overdekning mindre end K netop hvis C' kan tilfredsstilles.

For hver variabel u; € U indfgrer vi et lille stykke graf, nemlig delgrafen
T; = (Vi, E;) bestdende af to punkter u;, u; og en kant mellem u; og @;. Enhver
overdekning ma dermed indeholde enten u; eller u;, for ellers er kanten i E; ikke
med.

For hver formel ¢; € C indfgrer vi en komponent S; = (V/, E?) bestéende af
tre ny dannede punkter

{/j’ = {al[j],ag[j],a3[j]}

alle de kanter, der forbinder dem, skrevet som

B’ = {(a1lj], az[4]); (a1 (5], asli]), (azlj], as[s])}-

Enhver overdeekning ma indeholde mindst to punkter fra Vj’ for at dekke kanterne
fra ;.

Indtil nu var konstruktionen helt mekanisk, og ganske uath@ngig af, hvordan
formlerne i C faktisk sa ud. Denne information bruges til at forbinde komponen-
terne. For hver formel c¢; skrives dens variable (evt. negationer) som x;, y;, 2j. Vi
lader nu fglgende kanter udga fra komponenten .S;:

(a1[j]; 25), (a2ld], y5), (asld], ;)

Vi setter endelig K til n + 2m og lader grafen (V, E') vaere den bestdende af alle
de konstruerede komponenter med de sidste kanter tilfgjet.
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Der resterer nu kun de sa@dvanlige to checkpunkter: Vi skal vise, at den
konstruerede udgave af VC faktisk kan Igses netop nar 3SAT-problemet er Igsbart,
og vi skal sikre os, at konstruktionen kan gennemfgres i polynomial tid. Begge
disse overvejelser vil vi springe over her.

Andre NP-komplette problemer. Vi har nu fgjet 2 NP-komplette problemer
til vor liste, og en af dem havde endda noget at ggre med grafproblemer, som vi
tidligere har vaeret inde pa. Man kan fortsette herfra; faktisk kan vi bruge VC til
at vise, at problemet om at finde ud af om en given graf har et Hamilton kredslgb,
er NP-komplet. Det fgrer sé ret umiddelbart til, at vort gennemgédende eksempel,
Traveling Salesman (i decisionsudgaven), ogsa er det. Og der kan fortsattes til
andre problemer, herunder velkendte problemer som heltalsprogrammering m.m.

9. Litteratur

En grundig indfgring i emnet savel som en meget omfattende liste af NP-komplette
problemer, der samtidig kan bruges som en varktgjskasse ved eftervisning af NP-
komplethed for nye problemtyper, kan findes i den tidligere n@vnte grundbog pa
omradet, Garey og Johnson [1979].
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KAPITEL 14

Punktprocesser og fornyelse

1. Stokastiske processer 1 operationsanalysen

I en lang rekke operationsanalytiske problemstillinger er det en vasentligt del af
den foreliggende situation, at resultatet af de handlinger, man valger at gennemfgre,
athenger af udfaldet af en eller anden usikker handelse. Nar dette aspekt
er tilstrekkelig vigtigt i den foreliggende sag, vil man valge en model, hvor
usikkerheden indgér som en eksplicit formuleret del af modellen. I de klassiske
operationsanalytiske problemer af denne art betyder dette, at man vil anvende
sandsynlighedsteoretiske overvejelser 1 sin modelopbygning og modellgsning.

Da vi 1 de fglgende kapitler skal beskaftige os netop med den slags problemer,
kan det ikke undgéas, at vi ma handtere lidt sandsynlighedsregning undervejs.
Egentlig er der ikke sd meget nyt; imidlertid er det ofte en lidt anden slags
overvejelser end dem, man kender f.eks. fra teoretisk statistik. Det er derfor verd
at give dem et ord med pa vejen, og det ggr vi nu:

I sandsynlighedsregningen starter man med en eller anden grundleggende
tilfeldighedsmekanisme. Hvad det er for en, behgver slet ikke at bekymre os, men
vi kan antage, at der er givet en vis m@&ngde X af mulige udfald; de enkelte udfald
x fra X kan ikke forudsiges med sikkerhed, men der er alligevel en vis systematik,
nemlig den, der fremkommer ved tilordning af sandsynligheder: For en delm@ngde
A af X kan vi angive sandsynlingheden P(A) for at det bliver udfald x fra A, som
vaelges. (Pa dette sted vil nogle vide, at man, nar det gar rigtigt til, skal vere lidt
papasselige med, hvad det er for ma@ngder A, man tager sandsynligheden af, de
skal nemlig tilhgre en bestemt familie af delma@ngder af X, som man ofte skriver
X hele herligheden (X, X, P) kaldes sa et sandsynlighedsrum. Det kan vi godt
tage afslappet i det fglgende; det kommer ikke til at betyde sa meget for os).

Vi kan nu introducere hovedpersonen 1 sandsynlighedsregningen, nemlig
en sakaldt stokastisk variabel. Det er en funktion fra det underliggende rum
af tilfeldige udfald X til me@ngden af reelle tal. Hvis X var de enkelte sma
segmenter af en roulette, f.eks. den fra lykkehjulet, si er gevinsterne til deltagerne en
stokastisk variabel. Vi skal se nok af dem senere hen (de stokastiske variable, altsa).
Stokastiske variable kan ogsa tage heltallige vardier, og man kan have vektorer af
stokastiske variable. (Den pertentlige og bedrevidende laser, som vi prgvede at
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ryste af for lidt siden, vil vide, at det ikke er enhver funktion, der er en stokastiske
variabel; den skal matche med den n&vnte mangde X af tilladte delmangde, man
siger at funktionen skal vaere malelig. Igen er det ikke noget, vi far brug for, hvilket
ikke betyder, at det ikke er vigtigt; men de kvaler, man kan komme i ved at ignorere
problemet, er checket, og de opstar ikke for 0s.)

Nar man har en stokastisk variabel, der som navnt blot er en funktion f :
X — R, kan man se pa sandsynligheden af mangder af typen {x € X|f(z) <r}
for et vilkarligt tal . Hvis vi kalder intervallet pa talaksen fra —oo til og med r
for | — oo, r], kan vi ligefrem opfatte sandsynligheden af disse halvabne intervaller
som en funktion F' af r; vi skriver den som

F(r) = P{f(x) <r}

eller blot P{f < r}. Man vil nok nikke genkendende til ' som fordelingsfunktio-
nen for f. Hvis denne er differentiabel, kaldes dens afledede for tethedsfunktionen
for F'.

Sa skal vi bare have vort sidste generelle begreb, nemlig en stokastisk proces.
En stokastisk proces er en familie (f;):cr af stokastiske variable defineret pa det
samme under liggende sandsynlighedsrum, hvor 7" er en m@ngde af tidspunkter. T’
kan vere {0, 1,2, ...} (diskret tid) eller 7" = [0, oo| (kontinuert tid) — eller noget
helt tredie, dette sidste dog ikke hos os. Der er sddan set ikke noget mystisk over en
stokastisk proces; grunden til, at der findes en hel teori om dem, er at de stokastiske
variable ( f;) pa forskellige tidspunkter ¢ hgrer mere eller mindre taet sammen.

Hyvis der er valgt et givet udfald z € X, s vil de stokastiske variables vardier
fo(z), f1(x), ..., (i diskret tid) eller generelt f;(x),t¢ € T beskrive et forlgb over
tid, en sdkaldt trajektorie. Et af formalene med teorien om stokastiske processer
er at fortelle, hvad der sker med sadanne trajektorier, efterhanden som tiden gar.
Det skal vi se anvendt pa flere forskellige mader i det fglgende. De stokastiske
processer, som vi far med at ggre, er overvejende af en sddan art, at man kan sige
noget om udviklingen over tid (selvom det ofte er svart at sige noget om de enkelte
stokastiske variable).

2. Punktprocesser

Den type af stokastiske processer, som finder anvendelse i operationsanalysen,
gar under betegnelsen punktprocesser. Betegnelsen skriver sig fra en rekke
anvendelser, hvor de begivenheder, der indtreffer, kan lokaliseres til bestemte
omrader (i rummet, planen eller pa en linie), sdledes at man kan spgrge, hvor
mange punkter i et givet omrade, som er opstaet i et vist interval. F.eks. kan det,
hvis man stiller sin bil pa en parkeringsplads, have interesse at vide, hvor mange
fugleklatter der vil veere kommet pa bilen i dagens lgb. Dette er et oplagt emne for
en beskrivelse ved en punktproces; at det ikke vil optraede 1 det felgende, skyldes
kun, at andre lige sa oplagte emner har stgrre praktisk interesse.

231



Den mest prominente punktproces er Poisson-processen. Den kan bruges, som
den er, og det ggr vi ofte i det fglgende, og den kan udbygges pa forskellig méde.
I sin simpleste form har vi at ggre med en bestemt begivenhed (f.eks. at en fugl i
luftrummet over min bil smider en klat), som indtreeder med en given intensitet,
forstiet saledes, at sandsynligheden for at det sker i et lille interval At er AAt
(strengt taget skal dette kun galde i graensen, altsa for /At gdende mod nul). Givet
denne antalelse kan sandsynligheden for & klatter i tidsrummet [0, ¢] udregnes som

k

}%N;:k}:e—”Q%L.
Hvor er punkterne i denne proces? Jo, punkterne er pa tidsaksen og markerer
tidspunktet for klat nr. 1, nr. 2 osv. Strengt taget er historien ogsa en smule
mere omstendelig end 1 versionen ovenfor, for hvad vil det sige, at en bestemt
begivenhed sker et antal gange? Begivenheden “fugleklat nr. 1”” en faktisk en anden
end “fugleklat nr. 77 (enhver bilejer vil ihvertfald vide, at den fgrste ridse i lakken
er en langt mere traumatisk oplevelse en ridse nr. 1000).

Vi vil i det store og hele klare os igennem uden for megen fordybelse i
det formelle apparat, men pa den anden side er det godt at vere forsigtig med
altfor naivistisk fremfaerd 1 sandsynlighedsteoretiske problemer; det kan nemlig
godt snyde, som vi skal se senere i kapitlet (i forbindelse med det sakaldte
“busparadoks”).

Vi indfgrer nu den stokastiske proces /V; (der altsa er en funktion af den
underliggende sandsynlighedsmekanisme og af tiden) defineret ved at

N; = stgrste fodtegn n sa T,, < t,

hvilket jo netop giver os antal begivenheder indtruffet op til tidspunkt ¢.

Nu virker denne definition jo ikke synderlig professionel, og der findes da ogsa
en smart made at skrive det pa. Vi skal bruge den karakteristiske funktion: Hvis vi
lader A vere en (tilladt) delm@ngde af det underliggende sandsynlighedsrum X,
sa kan vi definere den karakteristiske funktion af A som

1 (x):{l hvisz € A
A 0 hvisz¢ A

66 9

Dette er egentlig blot en device, der siger “ja” hvis x er i den undersggte mangde
A og “nej” ellers. Og sa er det for resten en stokastisk variabel, en funktion pa vort
underliggende sandsynlighedsrum.

Med dette i handen kan vi strgmlinie udtrykket ovenfor noget, idet man jo kan
skrive

Ne=) lr,<n-
v=1

For hvert v har vi taget m@ngden af de udfald, der fgrer til at 7, er indtradt pa

(13PN

tidspunkt ¢. Nar vi for et givet udfald summer antal gange, vi far “ja” ved at spgrge
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om udfaldet ligger i disse mangder, har vi netop antal begivenheder indtradt op til
tidspunkt £.

Man kan maske umiddelbart synes, at der ikke er opnéet s& meget ved at fa en
ny formel i stedet for den, man havde. Det er dog ikke helt rigtigt; charmen ved
vor nye formel er, at den viser, hvorledes N; kan skrives som en sum af stokastiske
variable, nemlig 17, <; for v = 1,2..., og en sddan fremstilling som en sum er
ofte sardeles nyttig. Det opdager vi allerede i dette kapitel, nér vi snakker om
fornyelsesprocesser.

Inden vi forlader Poisson og fugleklatterne, vil vi notere en ret banal detalje:
Vi kan selvfglgelig definere N(]t1,t2]) = Ny, — Ny, for hvert (halvébent interval
Jt1,t2] = {t|t1 <t < ta}; det giver os antallet af begivenheder i dette tidsinterval.
Tilsvarende kan vi finde N(A) for mere generelle delmangder af den positive
akse; hvis A; og A, er sddanne delmangder, og de er disjunkte, vil der gelde
N(A1 U Ay) = N(Ay) + N(As3), og mere generelt har vi

N(UZ,4;) = iN(Ai)

for en vilkarlig familie af parvis disjunkte mangder A, A,, . .. (med det sedvanlige
forbehold, at mangderne skal veare tilladte, “malelige”). Med andre ord, for hvert
udfald af den underliggende tilfeldighedsmekanisme giver processen et mal pa
den ikke-negative akse; det er igvrigt et s@rdeles p@nt og simpelt mél, nemlig
et sakaldt tellemal, som for hver mangde teller antallet af punkter fra en given
familie hgrende til ma&ngden. Dette, som umiddelbart ser ud til at vere et lidt
pudsigt biprodukt, er faktisk fallestraekket ved alle punktprocesser, og det legges
til grund i den generelle definition. Denne generelle definition kan vi tage det roligt
med; den er blot med for at antyde, at der er en felles struktur 1 alle de processer,
som vi ser pa i de fglgende praktiske anvendelser.

Helt generelt defineres en punktproces N pa en maengde F (udstyret med en
familie af tilladte delmangder £) som en familie { N(A)|A € £} af stokastiske
variable pa et underliggende sandsynlighedsrum, saledes at der for hvert udfald
gelder, at N er et tellemal pa E.

3. Genanskaffelsesproblemer

De foregaende to afsnit har blot vaeret definitioner. Vi gar nu i gang med sagen, idet
vi i dette kapitel vil se pa en speciel type punktprocesser. Vi starter med en intuitiv
behandling af nogle problemer, der har at ggre med at fornyelse; senere s®tter vi
stokastik pa.

En virksomhed har normalt et fast anleg bestdende af enkelte maskiner,
kgretgjer m.m., der i forbindelse med virksomhedens drift er udsat for et vist slid
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og derfor efter en kortere eller l&ngere periode ma erstattes med andre, tilsvarende
eller lignende, genstande. Dette er velkendt og ligetil, men der er alligevel forskel
pé at vide, at en maskine ma udskiftes pa et eller andet tidspunkt — f.eks. ndr den
bliver helt ubrugelig — og at udskifte den pa det rette tidspunkt. Det er betragtninger
omkring det sidste aspekt, som skal optage os her.

Vi starter med det deterministiske genanskaffelsesproblem. Fgrst ma det
naturligvis preciseres, hvad der skal forstas ved det rette tidspunkt. Her er det
se&dvane at antage, at der er to typer af omkostninger, nemlig

e veerditab opstaet ved, at maskinens salgsvardi formindskes med tiden,

e driftsomkostninger forbundet med at holde maskinen i en sddan stand, at den
kan udfylde sit formal.

Betegnes maskinens nypris med C', dens salgsvardi ved udlgbet af den kte
periode med S(k), og er R; de samlede driftsudgifter i den i’te driftsperiode (som
antages betalt ved periodens start), har vi samlede tilbagediskonterede udgifter ved
salg efter k perioder som

k—1
P=C-p3"5,+ ) B'Ri,

1=0

idet 3 er diskonteringsfaktoren.

Safremt genanskaffelsespolitikken gér ud pa at selge efter k perioder, fés
tilhgrende omkostninger pr. periode som den annuitet over k£ perioder, der
tilbagediskonteret giver P, altsa som lgsningen x til

1— "
1-3"

Ved at indsatte udtrykket for P far vi, at den gennemsnitlige drlige omkostning ved
k-periode politikken bliver

P=z+pfz+.. .+ o=z

(C = B*Si+ 30 BR;)(1 - B)
1— 3k '

For at finde den optimale politik skal vi nu minimere x som funktion af k. Rent
praktisk vil det ofte — ihvertfald nar problemet ikke er altfor stort — vaere nemmest at
ggre det direkte, dvs. ved at gennemregne situationen for et passende antal verdier
af k.

I den situation, vi har betragtet ovenfor, var essensen i problemet en afvejning
af udgiften til nyt udstyr overfor omkostningerne ved at holde det gamle i funktions-
duelig stand. Denne afvejning er relevant i mange, men ikke i alle sammenh@nge.
Et andet udskiftningsproblem opstar i tilfaelde, hvor den enkelte genstand ikke —
selv med store omkostninger — kan holdes i funktionsduelig stand. Ofte er der
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endda tale om ganske sma detaljer (en chips, en reservedel i en flymotor), der i
nyanskaffelse ikke koster serlig meget, men hvor en defekt kan fa vidtrekkende
konsekvenser. P4 den anden side kan man heller ikke udskifte alle dele efter hver
enkelt anvendelse.

Vi starter med en intuitiv tilgang. Antag, at vi har at ggre med en reservedel,
som virksomheden bruger mange af, men hvor virkningen af et nedbrud er betydelig.
Vi gar ud fra, at virksomheden kender sandsynligheden for defekt i hver periode ¢,
givet at der ikke har varet fejl i de foregdende ¢ — 1 perioder. Denne sandsynlighed
betegnes med p;.

Antag nu, at virksomheden udskifter reservedelen efter ngjagtig k perioder.
Vi kan da finde den gennemsnitlige levealder 8}, af reservedelen (den afth@nger jo
bade af, hvor tit der udskiftes og hvor mange nedbrud der kommer) som

O = p1+2p2+3ps+ -+ (k— Dpr—1 + k(pr + prg1 + ).

Lader vi sandsynligheden for nedbrud efter ar ¢ vaere

Py = piy1 +pryo+ -,

har vi, at
0, =Py +P+--+ Pr_1.

Er antallet af perioder, vi betragter, et stort tal 7', skal vi bruge 7/0y
reservedele. Da vi udskifter efter k& perioder, vil der 1 hver k perioder

T T
— 1+ +pr-1) = —(1 = Pr_q),
Ok Ok

som gar i stykker, og resten udskiftes efter k perioder. Vi antager, at omkostningerne
er A ved at skifte reservedelen fgr tiden, og B er omkostningerne ved at skifte den
til tiden; det ligger i problemstillingen, at A er vasentlig stgrre end B. lalt bliver
omkostningerne da over de 7" perioder (AT(1 — Px_1) + BT P_1) /0, hvilket
svarer til omkostninger pr. periode pa

Ch — A(l = Py_1)+ BPy_1 _ A—(A—-B)P;_1
R O B O '

For at vaelge optimal udskiftningspolitik skal virksomheden nu tilpasse &, sa at CY
bliver mindst muligt.

Behandlingen af dette problem kan udbygges pa flere mader, og det er det
ogsa blevet i litteraturen. Problemet om at udskifte reservedele er vokset siden
den spade barndom, som er refereret i det foregdende, og blevet til en selvstendig
operationsanalytisk disciplin, som vi vil diskutere i n@ste kapitel. Her vil vi ga lidt
dybere ned i den sandsynlighedsteoretiske baggrund, séledes at vi kan erstatte de
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intuitive argumenter (f.eks. om at man bruger 7'/6;, dele, nér T er stor, og derefter
forkorter 7" vaek) med lidt mere praecise. For det andet skal vi ogsa traekke et par
andre perspektiver ind. Det vil resten af kapitlet handle om.

4. Fornyelsesprocesser; Blackwell’s s@tning

I dette afsnit forts@tter vi med problemstillingen fra det forrige afsnit, idet vi dog
formulerer det lidt anderledes for at kunne traekke pa en rekke sandsynlighedsteo-
retiske resultater.

Lad os starte med at kigge pa en enkelt maskine eller maskintype. Vi vil
antage, at der, nar maskinen gér i stykker, enten foretages en reparation eller en
udskiftning, men under alle omstaendigheder, at maskinen efter reparationen (i en
vis forstand) er som ny.

I terminologien fra afsnit 1 vil vi arbejde med en folge (£ j);-";l af stokastiske
variable, hvor ; er den tid der gar, inden den j’te maskine (den maskine, man har
efter j — 1 nyanskaffelser eller reparationer) gér i stykker (bemark, at vi har en
stokastisk proces i diskret tid; at verdierne af de enkelte stokastiske variable kan
fortolkes som “tid” (inden nedbrud), er egentlig blot en pudsighed). Antagelsen
ovenfor om, at maskinerne efter hver nyanskaffelse eller reparation starter pa en
frisk, gr ud pa at de stokastiske variable ; er stokastisk uafhengige. Videre antages
det normalt, at alle variablene {; for j > 2 har samme fordeling; gvrigt behgver vi
1 forste omgang ikke antage andet om fordelingen end at der er endelig og positiv
middelveerdi,

E{; =a >0, allej > 2.

Den fgrste variable &7, kan godt have en anden fordeling, svarende til, at en ny
maskine er kvalitativt anderledes end den maskine, der har veret gennem nogle
reparationer.

Givet denne underliggende mekanisme for maskinernes nedbrud, kan vi
definere den tilhgrende fornyelsesproces som en familie {n(¢)|t > 0} af stokastiske
variable 7(¢), hvor parameteren ¢ gennemlgber alle positive tal, idet

n(t) = max{k|Sx < t}, t >0,

hvor S, = 2?21 &j,,0g So = 0. Her er Sy, tydeligt nok den samlede tid, der gir
inden maskinen er brudt ned ialt £ gange, og n(t) bliver dermed til det antal gange,
maskinen har varet nede inden tidspunkt .

(Teknisk set er der den lille detalje, at maskinen i princippet kan ga i stykker
uendelig ofte inden tidspunkt ¢ — f.eks. fgrste gang til tidspunkt ¢(1 — 271), k’te
gang til tidspunkt #(1 — 27%), s4 at der slet ikke er noget maximum i formlen. I s&
fald seetter vi n(t) til +o00.)

Det er ofte mere praktisk at se familien {#(¢)|t > 0} som en stokastisk proces,
dvs. en tilfeldighedsmekanisme, der resulterer i funktioner 7 pa den ikke-negative
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talakse. Det er endda en punktproces, idet der for enhver (malelig) delmangde
A at den ikke-negative talakse galder, at 1(A) (= antal nedbrud i det tidsrum,
der beskrives af A) er en stokastisk variabel (en funktion af den underliggende
tilfeeldighedsmekanisme) og at der for hvert givet udfald geelder, at 7(-) er additiv
pa delmangder af tidsaksen.

Her skal vi is@r interessere os for en ganske almindelig (dvs. deterministisk)
funktion af tiden ¢, som kan defineres udfra {n(¢)|t > 0}, nemlig

Vi kan fortolke H (t) som det gennemsnitlige antal nedbrud op til tidspunkt ¢.

Vi kan (jvf. afsnit 2) skrive 7(¢) pd en anden made ved at indfgre indikator-
funktionerne 15, <4 for j = 1,..., k. Disse indikatorfunktioner er definerede pa
det underliggende sandsynlighedsrum, og er givet ved

1 hvis Sj St

lie. :{
{9;<t} 0 ellers

Vi har da, at
n(t) = Z 1{Sj§t}-
j=1

Fordelen ved denne skrivemade kommer frem, nar vi tager middelverdi: For det
forste kan middelverdien af summen skrives som summen af middelvardier, og
for det andet lader middelvardien af en indikatorfunktion sig beregne meget let,
nemlig ved

Elis,<iy = P{S; < t},

sa at vi ialt har

H(t) = ip{sj <t}

For at simplificere sagen vil vi 1 det fglgende antage, at §;’erne kun antager
positive heltalsvardier, altsa f.eks. 1,2,3, osv. (det svarer til at vi har valgt visse
mindste tidsenheder i vor tidsméling).

Vi starter med at se pa et nyttigt specialtilfaelde, nemlig de sakaldte homogene
fornyelsesprocesser: Vi skriver ;’s fordeling (for alle j > 2, de har jo samme
fordeling) som (py, )72 ; med ) , pi, = 1,ogtilsvarende &; ’s fordeling som (gj )72 ; .
Processen {7(t)|t > 0} kaldes homogen hvis der gelder,at

1 00
= - o k=1,2,....
dk ajz_:kpja ) 4y
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Bemerk, at hvis vi summerer over alle k&, dvs. laver summen

(e @] 1 o0 o0
;qk == > v

k=1 j=k

skal vi i dobbeltsummen fgrst tage p; en gang, dernast p» to gange, sa ps tre gange,
osv. Men det svarer netop til at udregne E§; = a, s summen af gierne bliver 1.
Homogene fornyelsesprocesser giver en simpel funktion H:

Lad {n(t)|t > 0} veere homogen. Da gceelder, at

H(k) = S

Da vi skal bruge formlen for H (k) ovenfor, altsd sandsynligheder for sum-
mer af uafha&ngige stokastiske variable, er det praktisk at bruge frembringende
funktioner. (Umiddelbart har man eventuelt det handicap, at man aldrig har hgrt
om sddan en fgr; det viser sig dog at vare til at overkomme, for frembringende
funktioner er ret brugervenlige: Ideen er at lade den givne sandsynlighedsfordeling
representere som koefficienterne i en potensrakke i en eller anden abstrakt vari-
abel z; charmen ved denne tilsyneladende besvarlige omskrivning er at man sa far
fordeling af summer af uath@nginge stokastiske variable ved at gange potensrakker
sammen, og det kan man med fordel spille pa, bare se:)

Vi starter med den frembringende funktion for &5 (eller for §; for j > 2, som
er den samme); kaldes den for p(z), har vi

pe) = B8 = 3 i,

k=1

Den frembringende funktion ¢(z) for &; bliver

a() =2 3> e

k=1 =k
P
DD e
a -
j=1 k=0
BE 1—27  2(1-p(2))
B a(l—2z)
j=1
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Hvis vi endelig indfgrer betegnelsen 1 ( z) for den frembringende funktion for fglgen
(h(k))22, givet ved h(k) = H(k) — H(k — 1), her vi

W(z) =) (k) =) ) ZP{S; =k}

Il
m
I\
W
Il
L]
~
I\
N——
(]
=
—~~
I\
~—
S

Sammenlignes nu udtrykkene for 1)(z) i starten og slutningen af denne udregning,
ses, at alle A (k) ma vare ens og lig med 1/a. O

Foruden stgrrelsen 7)(t) er det bekvemt ogsa at arbejde med v/(¢) givet ved
v(t) =n(t) + 1.
Det ses fra definitionerne, at der gelder
v(t) = min{k|Sy > t},

siledes at v(t) er den stokastiske variable, der pa tidspunkt ¢ angiver nummeret
pa den maskine, der fglger efter n@ste nedbrud. Fortolkningen af v(¢) er mindre
intuitiv end for 7(¢), og det er da heller ikke af hensyn til denne fortolkning, at man
inddrager v/(t); den er interessant fordi det for ethvert n kan det udfra observation af
variablene &1, . . ., &, afggres, om v(t) < n. Det samme er ikke tilfeldet for 7(t),
for hvis vi kun ved noget om de fgrste n variable &1, . . ., &,, kan vi ikke afggre, om
ikke endnu en nér at bryde ned inden ¢.

Vort fgrste centrale resultat i denne model har at ggre med det gennemsnitlige
antal nedbrud af en maskine i et tidsinterval:

Lad h(k) = H(k) — H(k — 1). Da geelder

1
h(k) — — og H(k) ~ ﬁfork—>oo.
a a

Umiddelbart kan man maske synes, at dette resultat (den sakaldte Blackwell’s
setning, der regnes for central i teorien om fornyelsesprocesser) ikke er noget at rabe
hurra for. Nar den gennemsnitlige levetid af en maskine er @ sma tidsintervaller, vil
der i Igbet af et sddant tidsinterval gennemsnitligt veere 1/a maskiner, der gér ned.
Det er dog ikke oplagt (og igvrigt ogsa kun rigtigt efter at der er gaet tilstrekkelig
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lang tid), sa det kraver et argument; dertil kommer, at man med dette resultat kan
komme lidt lengere og finde fordelingerne snarere end blot middelvardierne.

For at bevise Blackwell’s s@tning betragter vi to fglger af stokastiske variable

(€5)32, og (£))52,; variablene i de to fglger er uathangige, & har vilkérlig
fordeling, mens §; og & har samme fordeling for alle j med P({; = k}) =

P({&; = k}) = py, for alle k og j > 2. Fordelingen af £; er bestemt ved
IS o
qr = 1= g j:kpj

(s den tilhgrende 7’ (t) er en af de homogene fornyelsesproces behandlet ovenfor).
Summerne af §; og &) betegnes med S, og .S;, .
Lad p vere den stokastiske variable givet ved

p = min{n > 1|5, = S, }.

Da kan det for hvert n udfra observation af &, ...,§, og &1, ...,&,) afggres, om
1 < n. Det betyder igen, at variablene i denne fglge op til x, og variablene efter
p vil veere uafhaengige, fordelingen af variablene (£,,41,&,+2,...) er den samme
som (&2, &3, . - .), og tilsvarende for §’. Men sé kan vi erstatte (§,+1,&u+2,---) i
summen S, med (&, ,1,&), 40, ---) uden at ®ndre pd fordelingen af S, .

Betragter vi nu mangden {5, < k} af alle de udfald, hvor de to fglger bliver
ens inden der er géet k tidsenheder, har vi n(t) = 7’(t) for ¢t > k — 1, og derfor far

v h(k) = E[n(k) —n(k — 1)] =
=E[(' (k) —n'(k—1))11s,<k}]
+E[(n' (k) —n'(k —1))1{s, >k} ]
2 —E[(0' (k) —n'(k = 1))1(s, 5k}
+E[(n(k) —n(k —1))1{s,>k}] -

Vi har dermed, at h(k) afviger fra 1/a med en stgrrelse, der er givet ved de to sidste
led 1 summen. Vi har, at

(k) =n(k -1 <1
(dette er fordelen ved at arbejde med diskret tid — der m& ga mindst én tidsenhed
fra et nedbrud til det naste), kan hver af de to middelvardier ikke blive stgrre end
sandsynligheden for at S, er stgrre eller lig £, s&

h(k) <2P{S, >k} —0

a |

for £ — oo. Dette er fgrste del af s@tningen. Anden del fglger umiddelbart.
O
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Vort resultat er udledt under den antagelse, at de stokastiske variable £; kun
tager heltalsverdier (dvs. at vi har diskret tid). Det viser sig hurtigt at vaere ubekvemt
1 anvendelserne, men heldigvis holder Blackwells s@®tning generelt. Beviset for det
kan i det store og hele kgres pd samme made, men for at ggre det ma man have lidt
mere verktgj, og det vil vi ikke komme ind pa.

5. Den asymptotiske fordeling; busparadokset

Fra vor fornyelsesproces {7n(t)|t > 0} kan vi definere to nye stokastiske variable,
nemlig excessen

X(t) = Su(t) —t>0

og defekten

Vi kan fortolke x(¢) som den restperiode, som maskinen stadig vil fungere i pa
tidspunkt ¢; omvendt er (¢) den tid, som maskinen pa tidspunkt ¢ allerede har
fungeret.

Umiddelbart kunne man tro, at x(¢) + (), som er samlet funktionstid af den
maskine, man har pd tidspunkt ¢, har samme fordeling som §; for j > 2, men det
passer ikke. Specielt kan man udmarket komme ud for den situation, at

Ex(t) > E§; =a

for passende store .

Dette kan igvrigt formuleres som et af sandsynlighedsregningens mange
tilsyneladende paradokser (der dog passer fint med ens egen private empiri): En
buspassager, som pa tidspunkt ¢ ankommer til et stoppested, hvor bussen ankommer
med intervaller &1, &2, . .. (med E§; = afor j > 2; tallet a fremgér af kgreplanen pa
stoppestedet) vil typisk vente ulideligt l&enge pa bussen; det kan faktisk forekomme,
at den gennemsnitlige ventetid er lengere end a!

Vi skal vende tilbage til busparadokset. Det vasentlige ved vor generelle
situation er, at den simultane fordeling af x(¢) og v(t) for voksende ¢ gar mod en
asymptotisk sandsynlighedsfordeling. Det fremgar af fglgende s@tning:

Lad processen {n(t)|t > 0} veere givet, hvor &; for j > 1 er identisk fordelte
med E&; = a, og &1 har en vilkarlig fordeling. Da geelder, at

P{y(k) = i,x(k) = j} — z%

for k — oo.
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Vi har
P{y(k) =i, x(k) = j} =)  P{Sh =k —i,6np1 = i + j}
k—1
=Y P{Sh=k—i}P{& =i+j}
h=1

=h(k = i)piy; — 2
a

hvor vi har brugt Blackwell’s s@tning til sidst. 0

Vi er intersserede i den asymptotiske fordeling for y(¢). Vi har

hm P{x(k ij,

dvs. samme fordeling som £; i en homogen fornyelsesproces. Faktisk svarer det
til at det allerede fra processens start virker som om den har fungeret i en l&ngere
periode — og det er ogsa derfor, at man bruger betegnelsen homogen om sadanne
processer. Er processen ikke homogen, vil x(¢) have en fordeling der ath@nger af
t, 1det den fa@rste variabels effekt kun lidt efter lidt forsvinder.

Generelt kan vi udregne Ey, middelverdien af den asymptotiske fordeling for

x(t), til

1 [ee]
S ks 4
k=1

1 — .
== pi(l+-+))
a “

71=1

I ji+1 1 1 1
I VD Legy Len - e

a 4 2 2 2
7=1

Det viser os, at hvis &, er valgt sdledes, at
E€S > 20 —a

da vil Ex(n) > E¢; = a for n tilstrekkelig stor (busparadokset).
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6. Maskinproblemet med 1 operatgr

Vi vender os nu til en mere praktisk orienteret udgave af fornyelsesproblemet; vi
antager, at der 1 en virksomhed er m maskiner af samme type, som fra tid til anden
gar i stykker og ma repareres. Der er et vist antal medarbejdere, operatgrer, hvis job
det er at reparere maskinerne; imidlertid kan det taenkes, at der gar flere maskiner i
stykker, mens de tidligere repareres, og som fglge heraf kan et stgrre eller mindre
antal maskiner vere midlertidig ude af drift.

Vi er interesserede 1 at bestemme den gennemsnitlige reparationstid for
maskinerne. Det har naturligvis betydning for tilretteleggelsen af driften, at
denne reparationstid ggres sa lille som mulig, naturligvis under behgrig hensyn
til omkostningerne herved. Den gennemsnitlige reparationstid kan pavirkes ved at
der indsattes flere operatgrer, eller ved at maskinernes tekniske parametre @ndres.

Vi skal i1 fgrste omgang is@r interessere os for, hvorledes den gennemsnitlige
reparationstid kan findes. Vi vil derfor ikke komme ind péa de samlede stilstand-
somkostningers afh&ngighed af antallet af operatgrer, men hele vejen antage, at der
kun er en enkelt.

Klarperioder og reparationsperioder. 1 vor reprasentation af maskinproblemet vil
viantage, at der er  maskiner, som hver arbejder i visse perioder wy , ws, . . . med en
stilstandsperiode imellem. Vi antager, at hver af arbejdsperioderne er uath@ngige
stokastiske variable, som er eksponentialt fordelt, saledes at

P({w; <t}) =1-e,

hvor A er en konstant. Anvender vi nu teorien fra sidste afsnit pa de stokastiske
variable w1, wo, w3, . .., ser vi, at

Ew; = 1
sé A = H(1) er det gennemsnitlige antal nedbrud pr. maskintime; omvendt er
1/X = 1/H(1) den gennemsnitlige varighed af en arbejdsperiode (strengt taget
har vi 1 forrige afsnit kun vist dette for diskret tid, men det holder som navnt
ogsd nar tiden varierer kontinuert; igvrigt felger det i vort specielle tilfelde fra
sammenha&ngen mellem eksponential- og Poissonfordelingen).

I forste omgang vil vi antage, at reparationstiden « for en maskine fglger en
diskret fordeling med

for et vist antal mulige reparationstider wu, u2, us, . . . (som man kan forestille sig
som 1,2,3 osv. arbejdsdage); den gennemsnitlige reparationstid bliver da

Eu = i uiﬁi,
i=1
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og tilsvarende far vi det gennemsnitlige antal fuldfgrte reparationer pr. tidsenhed

som
1

M:E_u'

Fra starten er alle m maskiner igang; dette kaldes for en klarperiode. Derpa gér
den fgrste 1 stykker og kommer under reparation, hvorved en reparationsperiode
pabegyndes. Mens reparationen af den fgrste maskine star pa, kan den naeste
maskine tenkes at bryde ned, og den mé da afvente, at operatgren har feerdiggjort
reparationen af nummer 1. Saledes forts@ttes, og en reparationsperioden er fgrst
endt, ndr der ved afslutningen af en reparation ikke venter en nedbrudt maskine.

Vi betegner den gennemsnitlige l&ngde af en reparationsperiode med x,,,, 0g
det gennemsnitlige antal maskintimer, som gennemfgres under en reparationspe-
riode, med v,,,. Tilsvarende betegnes med x/, og v/ gennemsnitlig varighed og
gennemsnitligt antal praesterede maskintimer under klarperioden. Vi har

_ /
= mx,,

idet samtlige maskiner jo er i gang under en klarperiode. Da en klarperiode ender
med et nedbrud, har vi
=1,

m

sd at vi i det fglgende kan erstatte v/, med 1/X og x,, med 1/mA.

Ser vi dern@st pad en reparationsperiode, har vi, at den gennemsnitlige
reparationstid for en maskine er 1/, sa det gennemsnitlige antal reparationer i en
reparationsperiode er pz,,. Dette antal ma vere en stgrre end antallet af nedbrud
(for det fgrste nedbrud, som startede reparationsperioden, regnes ikke med, og hele
perioden ender med, at der ikke er flere maskiner, som er brudt ned), altsa

U = 1+ Avgy,.

Hermed har vi, at alle stgrrelser kan bestemmes, nar vi kender x,,, (samt naturligvis
parametrene (i 0g \).

Bestemmelse af x,,. Det er ikke helt ligetil at fa et udtryk for x,,, sd vi bliver ngdt
til at ga en omve;j.

1. skridt: Vi starter med sandsynligheden for, givet at der pa et vist tidspunkt er
s maskiner igang, at der 7 tidsenheder senere vil vare r af dem, som stadig er
igang. Det svarer til, at s — r maskiner ma veare stoppet i lgbet af intervallet 7,
og da sandsynligheden for et stop i Igbet af 7 er 1 — e~ *7, fir vi den gnskede
sandsynlighed som

Per(T) = (i) e (1 — e AT)ST

244



2. skridt: Vibetragter nu en reparationsperiode, om hvilken vi forelgbig antager, at
fgrste reparation tager netop tiden u;. Nér denne f@rste reparation er forbi, kan der
vere et vilkarligt antal maskiner r 4+ 1 med r géende fra O til m — 1 i gang (idet den
netop reparerede regnes med). Sandsynligheden for, at der netop er  + 1 igang er
vOr pp,—1 (u;) fra for. Hvis 7 = m — 1 ender reparationsperioden efter u;, dvs.
Tm = u;. Hvis r = m — 2, er der netop én maskine, som afventer reparation,
og situationen er exakt som ved starten af en reparationsperiode, dvs. der kreves
gennemsnitlig endnu en reparationstid pa x,, .

Vi forts@tter nu med at se pa tilfeldet » = m — 3. Nar den fgrste reparation
er feerdig, vil der vare to maskiner, der venter. Operatgren gar i gang med den ene,
mens den anden far lov at vente; det svarer til, at operatgren passer m — 1 (i stedet
for egentlig m) maskiner, mens en maskine er helt udenfor. Den gennemsnitlige
reparationstid i denne situation er z,,,—1, hvorefter alle m — 1 maskiner er 1 gang,
og operatgren kan gé over til den maskine, der midlertidig var sat udenfor. Der gar
nu gennemsnitlig x,, inden alle maskiner er igang. Ialt har vi at forr = m — 3
kraves i gennemsnit z,, 1 + x,, efter fgrste reparation indtil reparationsperioden
er slut.

Gar man de tilsvarende argumenter igennem for mindre verdier af 7, far man,
at hvis den fgrste reparation varer u;, er den gennemsnitlige leengde

Ui + Pr—1,m—2(Ui)Tm + Prm—1,m—3(i ) (Tm + Tm—1) + - -

+pm—1,0(~xm + e+ 1'2) =

m—2
=u; + Z (xm + -+ xr+2)pm—l,r(ui)7
r=0

som, ndr vi indsatter for p,,_1 ,(u;), bliver til

m—2
m—1 _ N N
w; + E : ( . )e—r)\uz(l_e )\uz)m r 1($m+"‘+$r+2)6i-
r=0

Vi mangler nu blot at tage gennemsnit over den fgrste reparations lengde, og vi far
da

m—2

= (m =1\ . N\ —
+ZZ< r ) N (1 — NPT (g ),

1
K r=0 =1

xm:

Dette giver os et udtryk for z,, som funktion af alle x, for r < m, og der kan,
ithvertfald 1 princippet, lgses for z,,,. I fgrste omgang vil vi gerne have alle led med
X, over pa venstre side; pa hgjre side af lighedstegnet er koefficienten til x,,

oo

m—2
Z 9@ Z <mr— 1) e_r/\ui(l _ e_A“i)m—T—l.
i=1 r=0
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Hvis den sidste sum havde gaet fra O til m — 1 i stedet for blot til m — 2, havde
denne sum vearet 1 (binomialformlen). Men sa kan vi jo erstatte summem med
1 — (m —1)te led, sé at vi far

Z[l . e—(m—l)kui](gi'
=1

Her kan vi gange ind under summetegnet og summe hvert led for sig, hvor vi
udnytter at > .~ 6; = 1. Nér vi indsatter alt, far vi

LTm = Tm — Amxm + Bma

eller
B,

Tm — E,

hvor -
Ay =) fem(m=DAur

=1

0g
1 S m-1
B = e >, ( r >€_Mui(1 — e M) (@ e Bg2) i
r=0 =1

Man kan nu ga i gang med at bestemme x,,, nedefra: Vi far

1 1 1( 1 1 1)
1= — L2 = —, L3 = — +— 1,
K 27831 no\ apQeg aq Qi

hvor ay, for £ = 1,2, ... er bestemt ved

o}
ap = E 0,0 FAui,
i=1

For hgjere m-vardier bliver regningerne ret besvarlige.

I et sa@rligt tilfelde kan vi simplificere udtrykket noget mere; antag at
reparationerne alle varer lige lenge (sdledes at u; er konstant med verdien 1/ ).
Vi indfgrer den sakaldte betjeningsfaktor

p=—
1

(der generelt udtrykker forholdet mellem gennemsnitligt antal nedbrud og gennem-
snitligt antal reparationer pr. tidsenhed), og vi bruger nye variable y,,, = px,,
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(eller, alternativt, méler tiden i sddanne enheder, at en reparation tager praecis en
tidsenhed). Vi har da

m—3
m—1
e Dl e e R
r=0

eller, hvis vi for overskuelighedens skyld indfgrer v = e”,

m—3
—(m— m—1 —r —1\m—r—
v 1)ym:1+2( )V (1_1/ 1) 1(ym—1+"'+yr+2>-
Dette udtryk kan lgses for y,,, hvorved man far

Ym =1+ (m1_1>(v—1)—|—(m2_1)(y—1)(y2_1)+...

N (m_ 1)(V_ D2 —1)... (" = 1),

m—1

Viudelader beviset for, at dette faktisk er Igsningen (et bevis for formlen, der skyldes
Ashcroft (1950), kan findes hos denne). For sma vardier af m kan man lgse og
finde

p=1,19p=v y3=0>—1> 41
For stgrre m ma man benytte formlen.

Anvendelser. Indtil nu har vi ikke set nogen anvendelser af vore overvejelser. De
kommer ind, nar vi gnsker at opna bedst mulige arbejdsbetingelser for vort system
(bestdende af m maskiner og 1 operatgr). Vi indfgrer fglgende notation: Lad a,,,
b, 0g ¢, vere det gennemsnitlige antal af maskiner, som henholdsvis arbejder,
repareres og afventer reparation. De gkonomiske karakteristika af systemet med m
maskiner og 1 operatgr kan da opsummeres ved

e maskineffektivitet 7,,, = a,,/m,
e operatgreffektivitet b,,
e ventetidstab | = ¢, /m.

Maskineffektiviteten er et mal for, hvor stor en andel af maskinparken som er
igang; tilsvarende er operatgreffektiviteten et mal for, hvor stor en del af operatgrens
tid som bruges pa reparation. Endelig er [ et mal for det tab, som opstar ved at der
star maskiner og venter pa at komme til reparation. Det virker rimeligt at streebe
mod maximalt a,, og b,,,0g minimalt [.

For at knytte disse stgrrelser til, hvad vi tidligere har lavet, ma vi regne lidt pa
dem; vi har umiddelbart, at

A, + b, + € = M
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da der altid for enhver maskine vil gelde, at den enten arbejder, er til reparation
eller afventer reparation. Videre har vi

da @, /by, er gennemsnitlig arbejdstid divideret med gennemsnitlig reparationstid.
For at udtrykke a,, noterer vi os, at taget over en meget lang tidshorisont
(hvad man skal nar man ser pa gennemsnit) vil der vaere lige mange arbejdsperioder
og reparationsperioder; vi kan derfor finde a,, ved at tage gennemsnitligt antal
maskintimer i arbejds- og reparationsperioder, dvs. v, + v}, , og dividere med
Tm + x,,,, som er gennemsnitlig lengde af disse perioder tilsammen. Ialt far vi
dermed
U + V),

Ay = .
Tm + 2,

Heri skal vi s@ indsatte fra det foregaende, hvilket fgrer til udtrykket

1 1
m = —, hvor D = —.
a D vor p+mym

Vi far da
b = pay, = £
D )
0g

1.1
m =m — (1 m=—=|— —Dp-—-1
tm =m—(1+p)a D[ym+(m )p — 1]
Bruges nu f.eks. udtrykket for y,, fundet ovenfor, kan man i konkrete situationer
regne sig frem til systemets karakteristika. Valget af m kan da foretages sé

karakteristika bliver bedst mulige under hensyn til omkostningerne.

7. Opgaver

1. En mindre finansforetagende har specialiseret sig i at forstrekke mindre verts-
huse med kredit til varelager. Hvis vaertshusejeren misligholder sin geld, overtager
virksomheden vartshuset og s@lger det til en ny ejer.

Vertshusene kommer ret tit ud for gkonomisk ufgre. Virksomheden har
kendskab til, at ud af byens 127 vartshuse har 20 veret konkursramt indenfor
det sidste ar, 28 i aret fgr. 37 for to ar siden, 10 for fire ar siden, og 12 for fem ar
siden.

Virksomheden plejer at fa 110% af sit tilgodehavende tilbage ved at overtage
vertshuset og selge det fordelagtigt.

Markedsrenten er 7%. Kan virksomhedens aktivitet betale sig?
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2. Den amerikanske mangemilliarderdatter Nancy Plattbeater har i sit omtumlede
liv vaeret igennem adskillige ®gteskaber af noget forskellig varighed:

Agteskab nr.: Agtemand Varighed (ar)
1 Samuel Spratt (skuespiller) 1
2 Sir Robert Fitz-Martin (godsejer) 9
3 Bobby Frankenheim (bodybuilder) 1/2
4 James Green (playboy) 3
5 William Shorowitz (musiker) 12
6 Arthur Pennington (pensioneret oberst) 1
7 Ronald Rock (cowboy) 7
8 Johnny Sprumosa (fhv.gangster) 1

En ®gteskabssvindler overvejer at tilbyde den nuverende &gtemand et betalt ophold
i Las Vegas for i mellemtiden at overtale Nancy til at blive skilt og indga nyt
egteskab. Der er givet tilbud fra et luksushotel (kost, logi, fri bar og kasino samt
det 1gse) pa 240.000 dollars pr. maned.

Hvor store omkostninger ma ialt paregnes? Forklar foruds@tningerne.

3. En lille virksomhed med 6 ansatte har lokaler pa 5. sal i en @®ldre ejendom
uden elevator. Virksomheden rader over et toilet, som befinder sig i ejendommens
kalderetage. Hvis der er optaget, venter medarbejderne i nerheden.

Det har vist sig, at et gennemsnitligt toiletbesgg varer 10 minutter, og at medar-
bejderne fgler behov for at ga pa toilettet ca. en gang i timen. Nettoindtjeningen pr.
medarbejder 1 arbejde er 374 kr. pr. time. Der arbejdes 8 timer om ugen 1 50 uger
pr. ar. Markedsrenten er 10% p.a.

Der arbejdes med to forslag til forbedring af tilstanden. Ved det fgrste
indfgres en ordning, hvor medarbejderne stempler ud ved toiletbesgg og stempler
ind, nar de vender tilbage. Der er forhandlet med fagforeningen, som accepterer
ordningen mod et tilleg pa 13 kr. i timen for hver medarbejder, hvortil kommer en
engangsudgift pa 35.000 kr. for ur og kort. Det andet forslag er at indrette toilet pa
5.sal, hvad der koster 98.000 kr.

Skal virksomheden gennemfgre nogle af disse forslag og i sa fald hvilke?
Diskutér foruds@tninger.

8. Litteratur

En generel fremstilling af den sandsynlighedsteori, som ligger bag kapitlet, kan
findes bl.a. 1 klassikeren Feller (1950, 1956). Fremstillingen af fornyelsesprocesser
folger Borovkov (1986).

Maskinproblemet er egentlig et kgproblem. Det er behandlet af adskillige
forfattere; fremstillingen fglger Goddard (1963).
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KAPITEL 15

Palidelighed og vedligehold

1. Binzre palidelighedssystemer

Teorien om palidelighed (eng.: reliability) behandler statistiske egenskaber ved
systemer bestaende af mange enkelte komponenter. Hensigten med teorien er
at kunne regne sig frem til brugbare vurderinger af varighed, sandsynlighed for
nedbrud, verdien af vedligeholdsindsats osv. pa grundlag af kendskab til de enkelte
systemkomponenter. Tankegangen er den, at et system for at kunne fungere ikke
ngdvendigvis kraver, at alle dets komponenter er i1 orden; der er ofte en vis
margin, saledes at dele af systemet kan vare ude af drift uden at hele systemet er
nede. Safremt komponenternes svigt sker stokastisk, kan man fra komponenterne
parametre finde systemets overordnede egenskaber.

Vi starter med det simpleste tilfeelde, nemlig det, hvor de enkelte komponenter
kan veere i to tilstande, funktionsduelige og defekte; sadanne systemer kaldes bincere
palidelighedssystemer. For hver komponent ¢ (hvor ¢ = 1,...,n) indfgrer vi
tilstandsvariablen z; ved

- J 1 hvis komponent i fungerer,
Y710 hvis komponent ¢ er ude af funktion.

Vektoren af alle tilstandsvariable betegnes med x. Vi har tilsvarende for hele
systemet en tilstandsvariabel z, der igen er binzr; denne variabels vardi er bestemt
af, hvorledes systemets enkelte komponenter har det; z er en funktion ¢ af
tilstandsvektoren x. Vi har saledes

1 hvis systemet fungerer,
2= o(x) = { 0 hvis systemet er ude af funktion.
I det binzre tilfeelde er der ikke andre muligheder. Funktionen ¢ : {0,1}" — {0,1}
kaldes systemets struktur funktion.
Hvorledes strukturfunktionen ser ud, ath@nger af, hvorledes systemet er skruet
sammen. Hvis systemet er en serieforbindelse af komponenter (figur 1(a)), far vi

o(x) = lrgnilgn Zi
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(a) (b)

Figur 1
hvis systemet er en parallelforbindelse af komponenter (figur 1(b)), bliver den

o(x) = 11;12(” ;.

Fortolkningen af serie- og parallelforbindelse i det foregdende er naturligvis
bredere end blot at dekke elektriske kredslgb; forbindelsen mellem komponen-
terne kan vere af helt anden natur, f.eks. leverance af mellemprodukter i en pro-
duktionsproces. Generelt behgver der slet ikke at vere nogen fysisk strgm eller
gkonomisk relation mellem komponenterne; det er strukturfunktionen selv, der er
det grundleggende begreb og som definerer systemet for os i det fglgende.

Vi skal bruge et par nye begreber om strukturfunktioner: En komponent ¢ er
irrelevant for systemet ¢ hvis ¢ er konstant i x;. Det sidste betyder, at det ikke
har nogen betydning for strukturfunktionens vardi (systemets funktionsduelighed),
om z; er 0 eller 1, dvs. om komponenten virker eller ej. Hvis komponent 7 ikke er
irrelevant, siger vi (naturligvis), at den er relevant.

Umiddelbart kunne man tro, at irrelevante komponenter er overflgdige; det
er imidlertid forkert. Det er kun komponentens @jeblikkelige tilstand, som ikke
har betydning for systemets @jeblikkelige funktionsduelighed. Tilstedevarelsen
af komponenten kan meget vel pavirke sandsynligheden for nedbrud af de andre
komponenter. Tag f.eks. inderskermene 1 en bil; man kan sagtens kgre ud dem —
det er der mange, der ggr — men sandsynligheden for rustskader i karosseriet, og
dermed pa sigt kassering af hele bilen, nedsattes vaesentligt af inderskermene.

Hvis vi indfgrer notationen z = (z;, x)i() for vektoren x (hvor vi har skrevet
1’te komponent fgrst, resten bagefter), kan vi definere komponent ¢’s strukturelle
veegt ved

I¢(Z) = on—1 Z [QS(L:E)%() - ¢(07x)7,()]

r:x;=1

Vi har simpelthen taget gennemsnittet over alle tilstande af systemet af forskellen
1 systemets funktion alt efter om komponent ¢ er 1 drift eller ej. Hvis komponenten
i er irrelevant, far vi igen, at I4(7) = 0.
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Strukturfunktionen ¢ siges at vere monoton, hvis der for alle tilstande
x,y € {0,1}" geelder
2y = ¢r) = oy).

At strukturfunktionen er monoton betyder, at systemet ikke bliver darligere, hvis
nogle af komponenterne bliver bedre. En strukturfunktion kaldes koherent, hvis
den er monoton og ikke har irrelevante komponenter.

Vi kan omskrive strukturfunktionen pa en praktisk made ved at indfgre
begreberne en snitmengde og en vej: En snitm@ngde for en strukturfunktion ¢
er en delmangde C' af komponenterne {1,...,n}, sdledes at hvis x; = 0 for alle
i€ C,z; =1forallei ¢ C,daer ¢(z) = 0. En minimal snitmengde (der
naturligvis er en snitmangde, som er minimal for inklusion) er saledes en mindste
mangde C' med den egenskab, at hvis de komponenter, der er defekte, netop er
komponenterne i C', da vil systemet vare ude af funktion.

En vej for strukturfunktionen ¢ er tilsvarende en ma@ngde P af komponenter,
som sikrer systemets funktionsduelighed, saledes at forsta at hvis {i|z; = 1} = P,
daer ¢(x) = 1.

Der gelder fglgende:
Hvis ¢ er en monoton strukturfunktion med minimale snitmengder C1, . .., C),
og minimale veje P, ..., P., da er
¢(r) = min maxx; = max min x;.

1<j<m ieC; 1<j<rieP;

Som begreberne er defineret, vil vi have ¢(z) = 0 hvis og kun hvis alle
komponenter i en minimal snitmangde C; er 0, hvilket kraver at
max x; = 0.
1€C}
P& den anden side vil vil have, at ingen af de minimale veje kan bestd af
funktionerende elementer, hvilket helt tilsvarende betyder, at min;cp, x; = 0 for

hvert j. Vi har dermed, at udtrykket er rigtigt for alle z med ¢(x) = 0. Tilfeldet
¢(x) = 1 klares pa helt tilsvarende méde. O

2. Pélidelighedsmal

Indtil nu har der ikke vare stokastik inddraget. Vi vil nu antage, at komponenternes
tilstand fglger hver deres stokastiske proces X;(t). Den samlede vektor af
komponenternes tilstande bliver altsa en n-vektor af O eller 1, og den fglger en
vektor stokastisk proces (Xi(t),..., X, (t)); videre har vi en stokastisk proces
Z(t) med vaerdier i {0, 1} givet ved

Z(t) = o(X1(t), .., Xn(1)).
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Med denne formulering kan vi diskutere en rakke oplagte mal for systemets
overlevelsesevne:
Systemets forste passagetid er den stokastiske variabel

T = inf{t|Z(t) = 0,¢ > 0},

som er den tid, der gar, inden systemet bryder ned fgrste gang. Palideligheden af
systemet, givet ved
R(t) = P{T >t} fort >0

er sandsynligheden for at systemet ikke er brudt ned en eneste gang fra start og
frem til tidspunkt ¢. Palideligheden af et system er et centralt begreb, og det er
naturligvis vaesentligt at kunne regne sig frem til denne sa pracist som muligt. Det
vender vi tilbage til om lidt.

Hvis systemet betragtes 1 tidspunkt ¢, har vi tilsvarende tiden til na@ste nedbrud
defineret ved
Ty =inf{s: Z(t+s) =0,s > 0},

der igen er en stokastisk variabel. Vi har 73 = 0 hvis systemet er nede i tidspunkt
t. Palideligheden i tidspunkt ¢ er givet ved

Ri(s) = P{T; > s} for s > 0.

Hvis R;(s) gar mod en gre@nse R, (s) for ¢ — oo kaldes denne den asymptotiske
palidelighed af systemet.

Hvis systemet har varet i funktion op til og med tidspunkt ¢, kan vi finde den
betingede sandsynlighed for, at det fungerer efter yderligere s som

R(t—l—s).

P{Z(s) =Lt <r<slZ(n) = L0<7 <t} = e

Gransen af dette forhold for ¢ gdende mod uendelig, dvs.

R(t+ s
Ra(s) = Jim s
(der her forudsattes veldefineret) kaldes den quasi-stationcere palidelighed og giver
os en tilnermelse til systemets palidelighed efter at det har arbejdet i lang tid.

Det betragtede system kan enten vere kassabelt nar det bliver funktionsudu-
eligt (f.eks. en satellit), eller det kan repareres. Begreberne ovenfor giver lige fuld
mening i begge tilfelde; de, der fglger nedenfor, relaterer til systemer, der kan
komme i funktion igen efter nedbrud. Sddanne systemer er henholdsvis “nede” og
“oppe”’, og bevaegelsen fra det ene til det andet foregar stokastisk. Antag, at systemet
er oppe 1 tidspunkt O; vi s&tter Ry = 0 og definerer 1 rekkefglge stgrrelserne

Fy = inf{t|Z(t) = 0,t > Ry_1}, k=1,2,...,
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som er tidspunktet for k£’te nedbrud (en stokastisk variabel), og
R =inf{t|Z(t) =1,t > fr}, k=1,2,...,

der angiver det stokastiske tidspunkt, hvor systemet er repareret efter k’te nedbrud
(disse stokastiske variable kan eventuelt tage verdien +-00). Vi har sa

U.=F,—Rp_1, k=1,2,...,

Di=Ry—Fp, k=1,2,....

for varighederne af de forskellige “oppe”- og “nede”-perioder. En enkelt af dem
kendte vi allerede, nemlig 7' = U;. Fra disse stokastiske variable kan vi fa
nogle mere handterlige stgrrelser til mal af systemets funktion, f.eks. gennemsnitlig
funktionsperiode (ogsé kaldet mean time to failure)

MTTF = lim E(Uy)

og gennemsnitlig reparationsperiode (mean time to repair)

MTTR = lim E(Dy).

k—oo

Antag at systemet har veret i funktion leenge (med en blandet forhistorie af
“oppe” og “nede”) og at det netop er repareret. Det er da af interesse at kende
pélideligheden netop her. Vi har et ma for dette i den sakaldte post recovery pali-
delighed

Rp(s) = kli)ngo P{U; > s}.

Punktdueligheden (point availability) A(t) er sandsynligheden for, at systemet
virker pa tidspunkt ¢,
P{Z(t) = 1};

den er lig med R(t) for et system, som ikke kan repareres. Intervaldueligheden
Al(t, 7) er den gennemsnitlige del af et interval af l&ngden 7 startende i ¢, i hvilken
systemet fungerer; dette kan ogsa skrives

Al(t,7) = 1 /t+T A(s)ds.

-
Hvis grensen A = lim;_, , A(t) eksisterer, da er

A= lim Al(t,7) = tlim A(t,T).

T—00
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3. Palidelighed i specielle situationer

Vi har nu indfgrt de geengse mal for et systems holdbarhed. Spgrgsmalet er sa, om
vi kan regne os frem til nogle eller samtlige af disse 1 konkrete situationer.

Systemer, som ikke kan repareres. Vi ser forst pa tilfeldet, hvor systemet ikke
kan repareres. Vi skal videre antage, at systemets komponenter ¢ har stokastiske
levetider 75, som er stokastisk uatha@ngige.

Fgr vi indfgrer stokastik, noterer vi, at der gelder vi fglgende nye udgave af
s@tningen fra afsnit 1:

HvisCq,...,Co0g Py, ..., P, erdeminimale snitmengder og minimale veje
for strukturfunktionen ¢, da geelder

T = min max7; = max min7j;.
1<j<m i€C; i<j<ricP;

For at bevise dette behgver vi blot notere os, at den tid, der gar, fgr alle
komponenter i snitmangden C; er havareret, er max;cc, T;. Siden systemet bryder
sammen nar blot en snitmangde er nede, har vi det fgrste lighedstegn. Det andet
folger ved en tilsvarende overvejelse. L]

Antager vi nu, at 7; har sandsynlighedsfordelingen F; (séledes at F;(t) er
sandsynligheden for, at komponent i er géet i stykker inden ¢), og alle T;; er stokastisk
uafhangige, kan vi udregne palideligheden: Vi indfgrer de stokastiske processer
X;(t) givet ved

] 1 hvisT; >1
Xl(t)_{() hvis T; < t

og har da
R(t) = E¢(Xy(t), ..., Xn(t))
= > 0@ [0 - Ry Fw*

x€{0,1} =1

Udtrykket ser maske indviklet ud, men argumentet bag det er ligetil: Nér vi
skal finde middelvaerdien af udtrykket i fgrste linie, skal vi for hver vardi af
x = (x1,...,x,) (someren vektor af 0 og 1) finde sandsynligheden for netop dette
x. Denne sandsynlighed er produktet af de enkelte koordinaters sandsynligheder
(pa grund af den stokastiske uathengighed), og sandsynligheden for z; = 1 pé
tidspunkt ¢ er 1 — F;(t); for x; = 0 pa tidspunkt ¢ er den F;(¢). Det er faktisk bare
det, der star i formlen; den ene af de to faktorer er altid 1, idet potenserne altid er
enten O eller 1.

Igvrigt kommer der ikke sa mange spandene pélidelighedsmal ud af vore
overvejelser i denne situation, hvor systemet ikke kan repareres. Punktdueligheden
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er som naevnt lig med R(t), og intervaldueligheden findes som

Al(t, 1) = ! /HT R(s)ds.

T

Hvis F;(s) — 1 for t — oo, er alle de asymptotiske mal 0.

Systemer, der kan repareres. Lad os derefter antage, at komponenterne kan
repareres, saledes at systemet har oppe- og nedeperioder Uy, og Dy, og starter med
at veere “oppe” pa tidspunkt 0. Vi antager at fglgerne (Uy) og (Dy,) er uath@ngige
stokastiske variable med fordelingsfunktioner iy og F'p. Vikan da finde et udtryk
for punktdueligheden pa tidspunkt ¢. Hertil skal vi bruge lidt notation:

Lad de to stokastiske variable X, X5 have fordelingsfunktioner F} og F5 og
tilhgrende tathedsfunktioner fi og fo. Foldningen Fy % F5 af F og F> defineres
som fordelingsfunktionen med tethed

/_O; fi(t —s)fa(s)ds.

Dette er naturligvis fordelingsfunktionen for summen af X; og X,. Hvis vi
tager foldningen af fordelingsfunktionen F' med sig selv k£ gange, skriver vi
F(*) = Fx...xF. Med denne notation kan vi skrive punktdueligheden i tidspunkt
t som

Aty = (1- Fu(®) + 3 / (1— Fy(t — 1)d(FP « F¥ (r))
k=1

(hvor vi har skrevet fordelingsfunktionen efter d’et under integraltegnet; det kan
man her blot opfatte som en konvention, saledes at vi lige sa godt kunne have skrevet
den tilhgrende tethedsfunktion foran d’et, efterfulgt af dr. Der er en vis pointe i
denne skrivemade, idet integralet ogsa giver mening for fordelinger, der ikke har
nogen tethedsfunktion, men det kan vi tage afslappet her).

I udtrykket star der, at sandsynligheden for, at systemet virker pa tidspunkt ¢,
er summen af sandsynlighederne for at systemets fgrste nedbrud sker efter ¢ (det
er forste led i udtrykket) og sandsynlighederne for, at der har veret k£ nedbrud
med efterfglgende afsluttet reparation inden ¢, for k et vilkarligt tal stgrre end 1.
Udtrykket kan skrives lidt kortere, hvis vi noterer os, at

S FP « FO(r) -
k=1

Z kP{der er gennemfgrt k reparationer indtil 7}
k=1
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altsd det gennemsnitlige antal reparationer i intervallet [0, 7|, som vi vil betegne
med Mp(7). Derved fés udtrykket

A() = (1 - Fu() + / (1= Fy(t —7))dMg(r).

der ihvertfald formelt er noget simplere, men selv 1 denne udgave vil det som regel
vere vanskeligt at bruge i1 praksis. Man vil som oftest vare ngdt til at ngjes med
grenseverdien A.

Denne grensevardi kan vi finde ved hjelp af Blackwell’s s@tning: Viharde to
uathangige fornyelsesprocesser (Uy) og (Dy ), og vi ved da, at det gennemsnitlige
antal nedbrud pr. tidsenhed er 1/EU; det svarer til, at den gennemsnitlige varighed
af en “oppe”-periode er EU. Tilsvarende er den gennemsnitlige varighed af en
reparation ED. Ialt har vi dermed ved en simpel gennemsnitsbetragtning, at den
andel af en tidsenhed, i hvilket systemet virker, ma vere

EU
A= EU+4+ED’

Lad os prgve at gennemfgre et resonnement af tilsvarende art for pélidelighe-
den. Vi har for det fgrste, at

Ri(t)=1—Fy(t+T1)+ /000(1 — Fy(t+ 71— s)dMg(s);

igen er vi til praktiske formél mere interesserede i den asymptotiske vaerdi. Vi
skal have fat i sandsynligheden for, at systemet fungerer i en periode af l&ngde s
regnet fra ¢, hvor ¢ er meget stor. Det er ensbetydende med at systemet fungerer pa
tidspunkt ¢ og bliver ved med det i s tidsenheder. Sandsynligheden for den fgrste
begivenhed er A fundet ovenfor; den anden begivenheds sandsynlighed finder vi

som
[5(1 = Fy(t)dt)
EU '

Kombineres disse, fas

EU  [(1— Fy(t)dt

Roo(7) = 501 ED EU

Multipel komponent systemer. Vi kan kombinere de to foregaende afsnit, saledes at
vi ser pa systemer, der bestar af mange komponenter, der hver is@r kan repareres.
Det er forst nar tilstreekkelig mange af komponenterne er defekte, at hele systemet
bryder sammen (og ikke lengere kan repareres). Komponenternes processer
antages uafh@ngige.
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Vi kan nu bruge forrige afsnits resultater til at udregne dueligheden A;(t) for
hver komponent. Dernast s@ttes denne ind i palidelighedsfunktinen h for hele
systemet. specielt far vi dermed

1251 Hn
A=h
(:ul‘I’)\l Mn‘i_)\n)

hvor p; og \; er den gennemsnitlige “oppe”- og “nede”-tid for komponent .

Palideligheden R(t) lader sig desvearre ikke udtrykke helt sd simpelt som A; i
de fleste praktisk situationer ma man ngjes med at finde gvre og nedre granser for
dens verdi.

4. Opgaver

1. Enalfons har monopol i en mindre provinsby. Han rader over 5 piger, der treekker
pé hver sin af byens hovedgader. Der er en vis risiko for, at en pige bliver anholdt af
byens sadelighedspoliti, hvorved hun idgmmes 2 maneders fengsel. Den serlige
afdeling af byretten, der tager sig af lgsgangeri, har en ret langsom sagsbehandling,
og en anholdt pige bliver derfor varetegtsfengslet efter razziaen indtil sagen kan
komme for retten. I gennemsnit er der razzia pa hovedgaderne hver tredie méned.

Nar en pige er i arbejde, indtjener hun 35.000 kr. pr. maned til alfonsen.
Skattemyndighederne har pa dette grundlag sat indtegten til 175.000 om maneden.
Hertil svarer hans advokat, at der ma kunne fratraekkes for driftstab. Hvad er den
korrekte gennemsnitlige indtaegt?

5. Litteratur

Problemstillingen om systempalidelighed dukkede op i efterkrigsarene, blandt andet
1 forbindelse med overvejelser om kommunikation og computerteknik. Senere er
det f.eks. miljgproblemer, som har givet anledning til overvejelser om palidelighed.
En bred fremstilling kan findes i Ascher og Feingold (1984).
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KAPITEL 16

Det optimale lager

1. Indledning

Lageret (eller rettere lagrene, for der er som regel flere) er en vigtig bestanddel
af enhver virksomhed. Det, at der findes et lager af varer til salg, eller halvvejs
igennem produktionen, eller maske af ravarer, sikrer, at produktions og afs@tning
kan forlgbe uhindret; man bliver ikke ngdt til at sende kunder bort fordi varen ikke
haves, eller at stoppe produktionen fordi man ikke har stumperne.

Sa vidt er det hele ganske ligetil, men vi er selvfglgelig ikke faerdige ved blot
at observere, at det er vigtigt at have et lager. Der resterer naturligvis problemet om
at finde det rigtige — eller, i vor sedvanlige sprogbrug — det optimale lager. Det er
det, vi skal beskaftige os med her.

For at finde det optimale lager ma vi naturligvis tage rede pd, hvilke fordele
og ulemper der er forbundet med lagre af den ene eller den anden type, og vi ma
se nermere pa, hvad der faktisk kan kontrolleres i forbindelse med lagerholdet.
Hvad det sidste angar, er vi is@r interesseret i at fastlegge hvor meget der kgbes til
lager, og hvor ofte. Fordele og ulemper ved lagerhold af forskellig art skal altsé ses
i relation til disse to typer beslutningsvariable. Sadan set burde vi ogsa inddrage
overvejelser om hvad der legges pa lager (hvor faerdige er varerne?), men det vil
vi ikke komme ind pa her.

Ved undersggelsen af de gkonomiske konsekvenser af forskellige politikker
mht. lageret er det almindeligt at opggre alt som omkostninger; der foreligger
felgende forskellige typer:

e Lagerhold: Omkostninger som er proportionale med lagerets stgrrelse, f.eks.
rente af den kapital der er investeret i lageret (bemerk at denne slags
omkostning normalt ikke opggres sarskilt i regnskabet; hvis der ikke er
lant kapital i virksomheden, vil den slet ikke kunne ses. Ikke desto mindre
kan de med nogen ret ses som en omkostning pé lige fod med sadanne der
faktisk betales; det er en alternativomkostning; man kunne have faet rente
af den kapital der sidder i lageret). Videre indgéar her lgnomkostning til
lagerarbejdere, leje af lokaler, forsikring osv.

e Knaphedsomkostninger, der indtraeder hvis en vare, som gnskes, ikke findes pa
lager, f.eks. de ekstraomkostninger der gér til at fremskaffe den (telex, luftfragt
0SV.),
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e Omkostninger ved skift i produktionsrytme, som lgber pa hvis lageret ikke er
stort nok og ma suppleres hurtigt,

e Tab af rabatter ved hasteindkgb.

Disse forhold skal naturligvis vurderes 1 forhold til behovet for lager, representeret
ved efterspgrgslen efter varen (som ikke ngdvendigvis er kundernes efterspgrgsel
— det vil det vaere for et ferdigvare lager, men ikke for et lager brugt internt), samt
leverancerne til lageret. Disse to sidste variable, der representerer henholdsvis af-
og tilgang til lageret, kan vare formuleret deterministisk eller stokastisk. Vi starter
med det deterministiske tilfelde.

2. Det deterministiske lagerproblem

I det fglgende ser vi pa det simpleste lagerproblem, nemlig fastsattelse af den
optimale lagerpolitik i en situation, hvor efterspgrgslen efter varen er helt konstant
over tiden, saledes at et givet lager afvikles med konstant hastighed A (enheder pr.
tidsenhed). Da problemstillingen er kendt fra driftsgkonomien, skal vi ggre det
kort.

Vi antager et regelmassigt tilbagevendende forlgb, hvor der startes med et lager
af maximal stgrrelse () + s; i Igbet af 1" tidsenheder bliver dette lager reduceret til
s, hvorfor der ma gelde

AT = Q.

Vi vil ogséd operere med et ordre-lag af stgrrelsen 7 tidsenheder; hvis lageret skal
have tilfgrt nye varer pa et vist tidspunkt ¢ skal ordren herom altsd afgives ved
tidspunkt ¢ — 7. Det lager, der forefindes, nar ordren afgives, betegnes med s.
Bemerk, at det forelgbig ikke tager tid at fylde lageret; 7 er her blot en forsinkelse
fra beslutningen tages til den effektueres.

I denne indledende betragtning er det saledes (), det mengde, der fyldes
pa lageret, og s, den lagerstgrrelse, ved hvilken der opfyldningen sker, som er
beslutningsvariable. Strengt taget har vi ogsa tidspunktet for ordreafgivelse, men
dette tidspunkt ma ngdvendigvis vere T' — 7, og det lager, ved hvilken der afgives
ordre om ny opfyldning, er altsd

(T — 1)\
For at finde ) og s skal vi inddrage omkostningerne ved lagerpolitikken. Vi

antager (som vanlig), at der er to slags, nemlig lagerholdsomkostninger, der antages
proportionale med aktuel lagerstgrrelse, dvs.

T
lagerholdsomk. = / a(Q + s — At)dt = aT (% + s> ,
0
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og ordreomkostninger, som er et vist belgb b ved hver opfyldning uanset dennes
stgrrelse.

De samlede omkostninger ved en fast periode af varighed 1 tidsenhed (i 1gbet
af hvilken der sker ialt 1/7" gennemlgb af lagercyklus’en) bliver saledes

a Q b

som, ndr vi indsztter 7' = @) /A, bliver til
Q A
= —+s |+ —=b.
C=a ( 5 13

Vi finder den optimale politik ved at minimere dette udtryk. Ngdvendige ferste
ordens betingelser er

oc _a Ab_
0Q 2 Q*
med hensyn til @, som ved lgsning giver den velkendte kvadratrodsformel
. 2Xb
Q= /=
a

Det er abenbart, at s skal velges til 0, da den indgér med positiv vaegt i udtrykket
for C (vi tager ikke partiel afledet og satter til O, for minimum antages tydeligt nok
pa randen).

Hvis den underliggende problemstilling er mere kompleks end dette tilfelde,
vil det resulterende udtryk ogsa blive en smule mere kompliceret. Vi ser fgrst pa
den situation, hvor der kan veere negativt lager.

Negativt lager, eller restordre, som det kaldes, er ikke sa markeligt et fanomen
som det umiddelbart kunne se ud til. Det er ikke usa@dvanligt, at kunder i tilfelde af
tomt lager accepterer at vente pa at blive forsynet, idet de naturligvis far deres varer
for der legges pa lager igen. Den ulempe, som den manglende eller forsinkede
levering forvolder kunderne, kan t@nkes godtgjort ved en passende betaling;
denne betaling, der antages at veere en godtggrelse a’ pr.stk. og pr.tidsenhed, er
lageromkostningerne ved negativt lager, svarende til de omkostninger, man har ved
at opretholde et positivt lager.

Nar det tager tid at fylde lageret op, idet dette teenkes at ske med en hastighed
1 stk. pr. tidsenhed, bliver der forskel pa ordren () til lageret og det, der faktisk
kommer pa lager. I opbygningsperioden kommer der varer ind péa lageret med
hastigheden ¢) — A. Produceres der i perioden 7}, har vi T, = @/, og den
samlede lageropbygning bliver

Q/sz(w—A)zQ(l—%).
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Den samlede lageropbygning nedbringes da til det minimale lager s (der nu godt
kan vare negativt) i Igbet af en periode 7}, der kan findes fra udtrykket

Td)\ - Ql7

r-Q (1),

Vi skal nu tilfgje problemet med negativt lager: Ud af perioden 7; vil en vis tid
forlgbe med negativt lager, nemlig T};,, givet ved

dvs. som

max{0, —s}A = Ty,

(det lidt indviklede udtryk max{0, —s} sikrer, at Ty, er O nér der i politikken er
vedtaget et s > 0, sa at der slet ikke optreeder negativt lager. Tilsvarende vil der
veare en del af opfyldningsperioden, nemlig 7}, givet ved

max{0, —s} (¢ — ) = Ty,

hvor der er negativt lager.
For en enkelt lagercyklus har vi nu dels omkostningerne ved opfyldning b
(der nu ofte kaldes produktionsforberedelsesomkostninger), dels lagerholdsomkost-
ninger. Disse kan igen deles 1 to, nemlig omkostningerne i perioden med negativt
lager, ialt
(=5) (=5)

(Tan + Tpn)Ta’ = max{0, —s}1 5

og omkostningerne i perioden med positivt lager,

/
a )

(Q" — max{0, —s}) .

((Tp - Tpn) + (Td - Tdn)) 2

Ved indsattelse af udtrykkene for T, T}, Ty, Ty, 0g Q' fas et udtryk, som kun
indeholder variablene () og s samt parametrene. Ved minimering af de samlede
omkostninger i en periode af varighed 1 kan () og s findes. Da de konkrete formler
ikke er sarlige instruktive, vil vi ikke ga ind pa dem her.

Disse udtryk for det optimale lager — under de simplificerende betingelser
diskuteret ovenfor, nemlig

efterspgrgsel af fast, kendt stgrrelse,

ingen forsinkelse mellem ordre til lager og levering til lager,
gjeblikkelig produktion

negativt lager ikke tilladt
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erklassiske og har fundet udbredt anvendelse, ikke alene i praktisk lagerstyring, men
ogsa i andre forbindelser Den har naturligvis de begrensninger, som er indeholdt
1 foruds@tningerne ovenfor. Blandt disse er det is@r antagelsen om kendt — og
deterministisk — afsatning fra lageret, som er problematisk. Men ogsa pa andre
punkter kunne man gnske stgrre realisme.

Variable produktionsomkostninger. 1 det foregdende har vi antaget, at der udover
éngangsomkostningen b ved at s@tte produktion i gang (eller ved at kgbe ind til
lageret) ikke var omkostninger ved lageropfyldningen. Det virker méske lidt tvivl-
somt, men her skal det bemerkes, at det kun er, hvis produktionsomkostningerne
ath@nger ikke-line®rt af seriestgrrelsen (), at der kommer noget nyt ind i vore
overvejelser; hvis stykomkostningerne er konstante (nar der bortses fra den faste
omkostning), far de ikke nogen indflydelse pa det optimale lagers stgrrelse.

Det er imidlertid ikke us@dvanligt, at der ved lageropfyldning kan vere
indkgbsbetingelser, som resulterer i ikke-line®re omkostninger, f.eks. kvantums-
rabatter. Antag f.eks., at der ved indkgb til lager gelder en pris p pr. stk. hvis der
kgbes op til ¢’ enheder, hvorefter prisen p’ hvis der kgbes ¢’ eller flere enheder. Vi
far da en omkostningsfunktion

0 Q=0
a(@) =< b+pQ 0<Q<d.
b+dp+(Q@—q)p ¢ <Q

Vi skal ikke forfglge dette problem yderligere; der er den tekniske vanskelighed, at
omkostningsfunktion af denne type har et knek i ¢, og det kreever lidt beheendighed
at finde optimum (det gar ikke uden videre at differentiere og satte lig nul, nar de
funktioner, man har med at ggre, ikke er differentiable). I det konkrete tilfelde er
det nu ikke sd svert at tilpasse metoderne; man kan beregne det optimale lagerhold
ved hver af de konstante variable stykomkostninger p og p’ og s efterfglgende
sammenligne Igsningerne.

3. Lagerpolitik ved stokastisk efterspgrgsel: Aviskioskmodellen

Vi vil nu forbedre modellen fra det foregédende ved at antage, at efterspgrgslen ikke
sker med en helt konstant stgrrelse pr. tidsenhed, men at den er stokastisk. Hvis
vi i denne situation skal gennemfgre overvejelserne fra forrige afsnit, siledes at
vi finder en optimal lagerpolitik over tid, ma vi formulere efterspgrgslen som en
stokastisk proces. Vi vil her i starten tage et noget simplere tilfaelde, idet vi ser pa
det ganske s@rligt lagerproblem forbundet med salg af en vare, hvor der ikke kan
genanskaffes til lager.

En simpel basismodel for lager ved stokastisk efterspgrgsel udggres er den
sakaldte “aviskiosk”-model: Der er kun én periode, hvor der finder salg sted,
men trekket pa lageret er ikke kendt, nar der bestilles til lager. Vi betegner dette
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trek pa lageret, efterspgrgslen, med D, og vi antager, at D har en kontinuert
fordelingsfunktion ® med middelvardi . Der er ordreomkostninger ¢ pr. enhed,
og der er en omkostning pd cy for lagerhold, som beregnes pr. enhed lager ved
periodens slutning; hvis der omvendt er restordre, beregnes cp pr. enhed. Den
stokastiske efterspgrgsel antages ikke-negativ, sd ®(z) = 0 for x < 0.

Vor beslutningsvariabel i modellen er ikke anskaffelse til lager, men lagerstor-
relse efter ordreafgivelse (idet vi i denne enperiodemodel antager, at ordren leveres
umiddelbart). Lad y vere denne lagerstgrrelse. Vi har da forventet omkostning ved
lagerhold, respektive restordre, givet ved

Mw=143m@—fm¢@y+/wcﬂg—wﬂwa,

idet der skal tages gennemsnit over alle tenkelige vardier af efterspgrgslen, her
skrevet som &, der kan vare savel mindre end lageret (forste led) som stgrre end
lageret. Den samlede omkostning, som er summen af ordreomkostninger og de
gvrige omkostninger, bliver

9(y) = cy + L(y)

:cﬂ+uqﬁmyéﬂy—§M@@>

+«m—cyé (y — €)dB(€)

— Gt (et eu)y— 1)+ o ten) [ (€~ p)dB(O).
Yy

Vi skal nu variere pa y saledes at g(y) bliver minimal. Lgsningen findes ved at
differentiere g om satte lig nul (da g er en konveks funktion, bliver det minimum,

vi far frem):
0

g ) =c+cyg—(cp+ CH)/ d®(&) =0

Yy

(idet vi har brugt kontinuiteten af ®, sa at vi kan differentiere integralet m.h.t. y).
Vi far heraf
o c+cy
| avo= St
y cp+cy

eller, hvis vi kalder den optimale lagerstgrrelse for S,

S
@(S):/O db(e) =1 Lrem _ cp—¢

cp +cy cp +cy

Vi har saledes, at .S kan findes som fraktilen i ®-fordelingen svarende til (cp —
c¢)/(cp + cp ), der kaldes den kritiske fraktil. Vikan finde det optimale lagerniveau
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S, nar blot den kritiske fraktil faktisk er en sandsynlighed, dvs. nar cp > ¢ og
cp+cg >cp—cC.

Betragtes udtrykket for g(y), har vi et fgrste led cu, der kan fortolkes som
forventet omkostning ved perfekt information — hvorved der forstds, at man kan
vente med at afgive lagerordre indtil man kender efterspgrgslen — og de gvrige to led
angiver forventet verdi af perfekt information, idet disse omkostningskomponenter
jo netop ville forsvinde ved perfekt information. Denne stgrrelse kaldes ofte for
buffer omkostningerne, idet de representerer udgifterne ved at holde et buffer- eller
stgdpudelager, hvis formal ene er at opsamle uforudset variation i efterspgrgslen.

Stgrrelsen S — p angiver det optimale bufferlager. Afhangig af den kritiske
fraktils veerdi kan dette bufferlager vare stort eller lille; det kan endda vere negativt,
svarende til at S er mindre end p. Udtrykket for ®(.5) kan igvrigt omskrives til

cp(l —®(9)) =c+cy®(S),

som forteller os, at marginal gevinst er lig med marginal omkostning: Hvis der
leegges en enhed mere pa lager, sparer vi restordreomkostningerne gange sandsyn-
ligheden for restordre (efterspgrgsel stgrre end S), mens vi betaler ordreomkost-
ninger plus lageromkostning gange sandsynlighed for lager.

En oplagt specifikation af ¢ galder for tilfeldet, hvor efterspgrgslen stammer
fra mange smé kunder (hvis individuelle efterspgrgsler er stokastisk uathengige).
Vi kan da antage, at D er normalfordelt; strengt taget har vi udelukket normal-
fordelingen, da vi antog ® (&) = 0 for £ < 0, men vi kan teenke os normalfordelin-
gen fremkommet som tiln@rmelse (ved brug af den centrale grensevardis&tning),
og sa er vaerdierne pa den negative akse alligevel sa sma, at vi kan se bort fra dem.

Lad o vare standardafvigelsen i den specificerede fordeling. Hvis vi skriver
fordelingsfunktionen for N (0, 1) (normalfordelingen med middelvaerdi O og varians
1) som @y og lader z = (I>]_\,1 (£), har vi optimalt lager givet ved S = u + zo,
saledes at det optimale bufferlager er zo. Den tilhgrende optimale vardi af
kriteriefunktionen kan skrives

cp+ [(c+cm)z + (cp + cu)In(2)]o,

hvor In(-) er den normale tabsfunktion, som findes i tabelverker. Vi har i
dette tilfeelde, at savel bufferlager som bufferomkostninger er proportionale med
standardafvigelsen i efterspgrgslen.

4. Stokastisk efterspgrgsel: Flerperiode-modeller

Aviskiosk-modellen har varet genstand for betydelig forskning, og der findes en
omfattende litteratur om denne, idet en ra&kke af antagelser kan modificeres, mens
grundprincipperne i analysen forbliver den samme.
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Den fgrste oplagte modifikation gar ud pa at indfgre et initialt lager x.
Kriteriefunktionen fra det foregdende bliver nu

G(y; @) = c(y — @) + L(y) = g(y) — cx.

Det kan vises, at hvis blot g er quasi-konvex (hvilket dekker en ganske bred klasse
af omkostningsfunktioner), sa gar den optimale lagerpolitik ud pa at indkgbe nok
til at bringe lagerets stgrrelse op pa en bestemt stgrrelse S (saledes som det igvrigt
ogsa var tilfaeldet i forrige afsnit), hvis z < S, og at ggre ingenting ellers. Denne
politik kaldes for en basislagerpolitik eller en politik med enkelt kritisk veerdi.

Dette kan bruges til at give et fingerpeg om, hvorledes den optimale lagerpolitik
ser ud, nr modellen udvides til at gelde for n perioder i stedet for blot en enkelt.
Antag, at vi starter disse n perioder med et lager pd = enheder. Lad C),(x)
vaere middelveardi af tilbagediskonterede omkostninger ved en optimal n-perioders
lagerpolitik. Vi har da umiddelbart, at C,, (-) opfylder ligningen

o0
Cala) = min {cly — )+ L)+ (140) 7 [ Cuat - )i}
Herved far vi — ihvertfald formelt — flerperiode problemet reduceret til et problem af
den allerede kendte type med en enkelt periode og initialt lager, hvor den optimale
politik er typen med enkelt kritisk vaerdi. Uheldigvis har vi jo C,,_1 (+) til at indga,
sa problemet er ikke Igst uden videre.

Det kan imidlertid vises, at den optimale politik over de n perioder har en
ret simpel form (ihvertfald nar L(y) er konveks); den er karakteriseret ved en
fglge (Sy, sn),- .., (51, s1); ved starten af n-periode problemet skal man supplere
lageret op til S,, hvis z < s,, og ggre ingenting ellers. Derefter gar man over til et
n — l-perioders lagerproblem.

En sédan politik med to kritiske vaerdier S og s, nemlig et kaldes normalt for
en (S, s)-lagerpolitik. De konkrete verdier af S og s athaenger naturligvis af savel
omkostningsstruktur som efterspgrgslens fordeling.

5. Lagerpolitik ved stokastisk efterspgrgsel 1 kontinuert tid

Vi vender nu tilbage til teorien fra afsnit 2, idet efterspgrgslen nu er formuleret
som en stokastisk proces. Vi vil om denne proces blot antage, at efterspgrgslen i
hvert lille tidsinterval er uath@ngig af efterspgrgslen i andre tidsintervaller, og at
middelvardien af efterspgrgslen pr. tidsenhed er en konstant .

Nar efterspgrgslen ikke l@ngere kan forudsiges med absolut sikkerhed, er
der visse af detaljerne i lagerpolitikken fra de tidligere afsnit, der kommer til at
spille en anden rolle. Et eksempel pa dette er tidspunktet for ordreafgivelse: I de
deterministiske modeller kunne det precist forudsiges, hvor meget lager der bruges
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fra ordreafgivelse og til lageropfyldning; det kan vi ikke l&ngere i det stokastiske
tilfelde. Det er derfor generelt sveert helt at undga negativt lager. Vi skal antage,
at der er en omkostning ved restordre, men at denne omkostning ikke ath@nger af,
hvor lang tid der gér inden de kunder, der er pa venteliste, kan tilfredsstilles.

En mulig udvikling af lageret over tid er vist i figur 1. Vi starter med en
ordreafgivelse; derefter bruges der af lageret i perioden 7, som er den tid, der gar
fra ordreafgivelse til levering. Denne tid antages her fast; det kunne godt vere en
stokastisk variabel, men det ville ggre vor model mere indviklet.

Efter levering til lageret af mengden () trekkes der stokastisk pa dette
lager indtil man nar et tidspunkt, hvor der afgives ny ordre; saledes gennemlgber
lageret en cyklus begyndende med ordreafgivelse, med eventuelt negativt lager,
efterfulgt af opfyldning, hvorefter lageret igen nedbringes. Vi benytter notationen
T; for varigheden af en bestemt (her den 7’te) lagercyklus; 7; kan skrives som
T; =T/ + T/, hvor T] og T} er tiden med henholdsvis positivt og negativt lager.

Hvad er en lagerpolitik i denne situation? Faktisk afth@nger det af om-
stendighederne. Vi skal antage, at det er muligt lpbende at kontrollere lagerets
stgrrelse, f.eks. fordi ethvert salg automatisk ogsa registreres som traek pa lageret
(alternativet, periodisk inspektion af lageret, fgrer til en noget mere kompliceret
model). Der bliver derfor ligesom 1 de deterministiske modeller to vasentlige
handlingsparametre, nemlig et nedre niveau for lageret og en indkgbsordre.

Det er vesentligt at notere sig, at vi i den nuvarende situation ikke uden videre
kan bruge en faktiske lagerstgrrelse som udslaggivende for ordreafgivelse: Hvis vi
f.eks. afgiver ordre ved lagerstgrrelse s pa indkgb af () enheder, kan det ske, at der
efterfglgende er sa stort et trek pa lageret, at der er mere end () i restordre, nar
de bestilte enheder () ankommer efter ventetiden 7. I sa fald er den oprindelige
lagerpolitik gaet i vasken, for lageret vil da altid vere mindre end s.

Det er naturligvis ikke noget rigtig alvorligt problem, men snarere et krav om
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at formulere tingene rigtigt: Vi definerer aktuel lagerposition som
lager 4 enheder i1 ordre — restordre,

og det er dermed en minimal lagerposition r, som er vor handlingsparameter
(sammen med ().

Dalagerpolitikken skal fastlegges udfra et gnske om minimale gennemsnitlige
omkostninger, har vi brug for nogle middelverdier knyttet til lagerpolitikken.

Betragt et forlgb af lagerpolitikken over en (lang) periode ¢. Lad n; vare antal
gennemfgrte lagercyklus’er 1 denne periode; vi har da, at forholdet

n 1 n@Q

t Q t

er en stokastisk variabel, som for store ¢ pa grund af de store tals lov konvergerer (i
sandsynlighed) til A/Q, idet den anden brgk netop er efterspgrgsel pr. tidsenhed.
Mere pracist betyder det, at

A
P({ly — gl>eh =0
for alle € > 0, og vi skriver det som
lim ™ A
im — = —.
pt—>oo t Q

Lad os dernast indfgre stgrrelsen P,,., som den del af den forlgbne tid, hvor
der har vaeret negativt lager — eller, mere pracist, grensen af forholdet mellem den
tid ud af et samlet forlgb pa ¢, hvor lageret har veret negativt, og ¢ selv, dvs.

noon
Preg = plim Lz 1

— 00 t

Vi skal desuden bruge stgrrelserne

T,
D = plim —21:1

t—o00 t

for gennemsnitligt antal enheder holdt pa lager, idet §2; er antal stykér i den 7’te
lagercyklus (teknisk set er det integralet under kurven for lagerets samlede stgrrelse

i det 7’te gennemlgb),
TN
B =plim 721:;

t—o0
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for gennemsnitlig restordre (her er A; samlet antal stykar i restordre i 7 te cyklus),
og endelig
: Z:'L:I §i
B = plin S453%
der angiver det gennemsnitlige antal enheder solgt i en situation med restordre (;
er kundeankomst i perioden med restordre i cyklus 7).

Nar disse stgrrelser spiller en vasentlig rolle, er det fordi det er rimeligt at
sette lagerpolitikkens omkostninger i relation til sidanne gennemsnitsverdier (det
var forgvrigt ogsa hvad vi gjorde i den deterministiske situation). Antager vi, at
omkKostningerne bestar af

e gennemsnitlige ordreomkostninger (b pr. ordre)
e gennemsnitlige lagerholdsomkostninger (a pr. stykar pa lageret)
e gennemsnitlige omkostninger ved restordre (c pr. stykar i restordre)
o faste omkostninger ved hvert salg i restordre (d pr. ordre).
Med disse antagelser fas samlede omkostninger

K= b% L aD(Q.r) + cB(Q,r) + dE(Q, 7).

Her har vi fremhavet, at stgrrelserne B, D og E indfgrt ovenfor ath&nger af
lagerpolitikken givet ved () og 7.

Neaste skridt er at velge ) og r saledes, at  minimeres. Men her kommer
vi tydelig nok ingen vegne uden na&rmere kendskab til stgrrelserne B, D og E og
deres pracise afhengighed af lagerpolitikken. Dette er noget, der varierer med de
antagelser, vi legger pa fordelingen af kundeankomster. Vi ser lidt pa et specielt
tilfelde 1 n@ste afsnit.

6. Poissonfordelt salg: Exakte udtryk for omkostning ved
lagerpolitik

Vi vil i dette afsnit finde udtryk for stgrrelserne, som indgér i bestemmelsen af
IC. Hertil vil vi (ligesom igvrigt ved diskussionen af kgmodeller i forrige kapitel),
antage, at processen har forlgbet l&nge, saledes at sandsynligheden for, at lageret
har en bestemt stgrrelse, er uathengig af det tidspunkt, hvor der observeres.

Som diskuteret ovenfor er det praktisk at bruge lagerposition som hjelpevari-
abel, og vi vil derfor bruge notationen 7 (j) for sandsynligheden for lagerposition
j. Nér r bruges til at afgive ordre, fglger det at lagerpositionen kan antage vardier
frar 4+ 1 til » + @ (for hvis lagerpositionen var r, ville den straks vaere r + Q).

Betragt et lille interval At; i dette interval kan lagerpositionen bevage sig fra
r+gtilr+75—1,5 > 2, hvilket vil ske hvis der sker en efterspgrgsel. Dette sidste
sker med sandsynligheden AAt (da efterspgrgslen fglger en Poisson-proces). Hvis
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j = 1 ogder sker en efterspgrgsel, rykker lagerpositionen som nevnt til r 4 (), igen
med sandsynligheden AAt. Pa grund af denne symmetri — enhver tilstand flytter
sig til en bestemt naste med samme sandsynlighed — mé de enkelte 7(r + j) vere
lige store, og da der er () af dem, har vi

1
m(r+7j) o
j=1,...,Q.

Nu kan vi desverre ikke ngjes med at betragte lagerpositionen, men ma tilbage
til det aktuelle lager, da det desvearre er dette, der bestemmer omkostningerne. Vi
indfgrer sandsynlighederne ) (z) for at der er netop x > 0 enheder pa lager; igen
antager vi, at disse sandsynligheder for store ¢ er uathengige af, pa hvilket tidspunkt
vi betragter lageret (noget som igvrigt kan vises at vere tilfeldet, men det gar ud
over vores formaen).

For at finde () noterer vi os, at pa et givet tidspunkt vil alt, som er i ordre i
mere end 7 tidsenheder ogsa veare leveret. Sa hvis lagerpositionen var r + j for 7
tidsenheder siden, vil sandsynligheden for, at lageret har netop = enheder nu vere
lig sandsynligheden for, at der er efterspurgt  + 5 — x enheder i lgbet af denne
periode (safremt r + j — x > 0, 0 ellers). Vi har dermed

Q
@) = =3 p(r+j — 3 A7),
Q2

hvor p(i, v) er punktsandsynligheden i Poisson-fordelingen,

V’l

p(?:,l/) = ﬁe

—V

Lidt beh@®ndig omorganisering af leddene i summen ovenfor fgrer til det (noget)
simplere udtryk

é[P(T—i—l—SU;)\T)—P(T—i—Q—I—l—JZ;)\T)], 0<z<r+1
lz) = %[I—P(T’—i—Q—l—l—l’;)\T)] r+l<z<r+Q
hvor P(i;v) = 22:1 p(i; v) er den kumulerede Poisson fordeling.
P4 tilsvarende made kan vi indfgre sandsynligheder 7(y) for, at der er y

enheder 1 restordre (igen antaget tidsuathangig for store t), og som ovenfor kan
n(y) udtrykkes relativt simpelt ved

n(y) = é p(y + 7+ 75 A7)
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Vi kan nu n@&rme os de udtryk, der indgar i omkostningsfunktionen: Fgrst
noterer vi os, at P,.4, sandsynligheden for, at der ikke er positivt lager, kan skrives
som

o0 1 o0 o0
Pneg:zn(y)za Z P(u; A1) — Z P(u; A1)

y=0 u=r+1 u=r+Q+1

Hvis vi indfgrer udtrykket
a(v)= Y P(u,Ar),
u=v+1
kan vi kort skrive )
Pneg = [CV(T) —04(7”"‘@)].

Q
Dermed har vi straks F(Q, r), det gennemsnitlige antal restordrer, idet der gaelder

. i1 & . i T > i
E(Qa 7“) = ptllglo ZTI = ptli)r(r)lo Z tl zzzn 1Tv// = APR@Q'
i=1 "1

Vi far saledes \
E(Q,r) = 6[04(7“) —a(r+Q)].

Det gennemsnitlige restordrebeholdning B((), r) kan findes af

B(Q,r) = yn(y)

__1 i(u—r—l)P(u;)\T)— i (u=r—=Q—=1)P(u; A1)
Q u=r+1 u=r+Q+1

Vi ggr som ovenfor og indfgrer en hjelpestgrrelse

o o]

B)= > (u—v—1)P(u; A7),

u=v+1

og vi kan da skrive B(Q, r) noget penere som

B(Q.r) = %[ﬁ(r) B+ Q).
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Vi mangler nu blot D(Q,r), det gennemsnitlige lager. Her kan vi skyde en
genvej, idet vi vender tilbage til udgangspunktet, nemlig lagerpositionen: Den
gennemsnitlige lagerposition er kan skrives som en sum af

— gennemsnitlig lager

— gennemsnitlig ordre til leverance
minus

— gennemsnitlig restordre.
Vi har, at gennemsnitlig lagerposition er

+1
(r+j)m(r+j) ZT—l-] +r,
g=1 J=1

M@

sa vi far .
DQ.r) = Lt -+ B@.7),

idet den gennemsnitlige mangde enheder i ordre svarer til gennemsnitlig efter-
spgrgsel i ventetiden, altsa A7.

Vi har nu samtlige stgrrelser, som indgar i omkostningsudtrykket, og de kan nu
s&ttes ind, hvorefter der minimeres. Det lader sig dog ikke ggre helt umiddelbart,
idet udtrykkene er ganske komplicerede. Man kan da valge enten at bruge en
numerisk procedure, eller at simplificere udtrykkene en smule.

Et specialtilfeelde. Som man kan se af det forrige, er det is@r de komplicerede
udtryk for E£(Q,r) og B(Q, ), som giver besver. Her vil det hjelpe at se bort fra
leddene o (r + Q) og B(r + @), noget som man kan ggre med sindsro nér tiden 7
er lille, séledes at det er meget usandsynligt, at efterspgrgslen i denne periode vil
overstige  + (). Vi far da

A 1 A
Q;+T—)\T:|

IC:b——i-al l(a—l—c)ﬁ(r)

5 +d—a(r)+ 0

Q Q

Hvis enhederne i lageret er sa sma, at vi kan tillade os at tiln&rme kontinuert, kan
vi finde det optimale lager ved at differentiere og s&tte lig nul. Denne procedure
virker dog kun umiddelbart ved bestemmelsen af Q, som kan findes til

Q= \/%(b—i— da(r) + A=Y a + ¢)B(r).

For at finde den optimale verdi af r skal man benytte udtrykkene for «(r) og ().
Det skal vi ikke ga nermere ind pa.
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7. Opgaver

1. En pizzabager skal beslutte sig for dagens produktion af pizzaer, der salges i
slices. Ingredienserne i en pizzaslice kan opggres til kr.8,95, den vejer 100 g og
selges for 16 kr.

Pa grund af kommunens miljgregler ma eventuelle usolgte slices transporteres
til genbrugscentret, der ligger 12 km udenfor byen, og der skal her betales en
komposteringsafgift pa 38 kr.pr.kg. affald.

Kgberne kommer erfaringsmeessigt jevnt over abningstiden 8 — 16, og det
gennemsnitlige antal kgbere er 26 i timen. Der er dog en del udsving: I knap en
trediedel af den tid, bageriet har varet abent, har salget veret over 40.

Hvor mange pizza-slices skal der bages?

8. Litteratur

Den deterministiske lagerteori er af @ldre dato, idet der blev arbejdet med lager-
styringsmodeller allerede i 1920erne. Stokastiske lagermodeller, hvor man sgger at
fastlegge en optimal lagerpolitik under stokastisk efterspgrgsel og/eller produktion,
blev udviklet fra 1950erne og fremefter; et vaesentligt bidrag blev givet i Arrow,
Karlin og Scarf (1958). En gennemgang af denne teori (hvorfra ogsa fremstillingen
1 afsnittene 5 og 6 er hentet) kan findes 1 Hadley og Whitin (1963).
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KAPITEL 17

Kateori

1. Den generelle problemstilling; klassifikation af kgmodeller

En almindelig forekommende situation, siavel fra gennemsnitsborgerens hverdag
som 1 virksomheden, er den hvor en eller anden ydelse skal gives til kunder,
forbrugere, afdelinger eller hvad det nu kan vere, og hvor behovet for ydelsen
er sddan, at der kan vaere flere, der samtidig gnsker betjening, séledes at der dannes
en kg. Forekomsten af en sddan anses normalt for et negativt fenomen, men i
en kvantitativ analyse, ma dette negative aspekt naturligvis dels gives et konkret
indhold, dels ma det afvejes overfor omkostningerne ved at have kapacitet nok til
altid at kunne betjene samtlige kunder.

Hvorledes denne afvejning rent faktisk skal finde sted, vil bero pa, hvilke
faktorer knyttet til det konkrete kgfenomen, der er af stgrst betydning for den
bergrte virksomhed eller organisation, og det kan vi ikke sige noget generelt om.
Hvad vi imidlertid kan ggre, er at rendyrke kgproblematikken lidt mere for at
finde nogle centrale faktorer ved en kg, noget som dels vil have betydning i en
optimeringssituation, og som man dels vil kunne sige noget om udfra kendskab
til problemets data. Herom handler kgteorien. Vi skal i det fglgende give en kort
introduktion til denne teori.

Udgangspunktet er den ovenfor beskrevne situation: Kunder ankommer til
betjening ved et eller flere betjeningssteder; betjeningen af den enkelte kunde rager
en vis tid, og derfor vil der kunne opsta kgdannelser: Der er ankommet flere kunder
end svarende til de ledige betjeningssteder. Vi gnsker at beskrive den resulterende
situation — hvor l&nge vil kunderne typisk skulle vente fgr de bliver betjent, hvor
mange kunder vil pa et givet tidspunkt std i kg osv.

For at finde ud af saidanne ting ma vi naturligvis vide lidt mere om det konkrete
k@system, og det er ret oplagt, at fglgende forhold er centrale:

1. Kundernes ankomst
2. Betjeningstiden for kunder
3. Antallet af betjeningssteder.

Det vil derfor vere oplagt at karakterisere en given k¢ ved de specielle om-
stendigheder under 1, 2 og 3, og det ggr man faktisk ogsa.
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Ved nasten alle praktiske anvendelser vil det vaere séledes, at kunderne ikke
kommer til bestemte, forud fastsatte tidspunkter, men at de kommer dryssende
forholdsvis usystematisk: I relation til vor model betyder det, at vi modellerer
kundeankomsten som stokastisk. Med den erfaring, vi har fra de foregaende
kapitler, vil det vere naturligt, at kundeankomsten antages at fglge en eller
anden punktproces, der for hvert angivet tidsinterval beskriver sandsynligheden for
ankomst af kunder 1 intervallet. Processen kan variere med den konkrete anvendelse,
men det vil selvfglgelig vare en fordel, hvis den er forholdsvis simpel, idet det ellers
kan vare svert at f4 precise resultater ud. Vi vil ngjes med at betragte sadanne
simple tilfelde.

Pé tilsvarende made vil det vare rimeligt at inddrage i vore overvejelser,
at kundebetjeningen ogsa vil vare underkastet stokastik. Den enkelte kundes
ekspedition athenger af serlige omst@ndigheder ved savel kunde som ekspedient,
omstendigheder af en art, der darligt lader sig inddrage pa anden made end ved
beskrivelse som en stokastisk proces.

Til vort formal vil en kg — eller, for at vaere helt pracis, et kgsystem, for der
kan af og til vere grund til at sondre mellem systemet med kunder, betjening osv.
og selve kgen, der kun bestar af de kunder, som venter, mens de betjente kunder jo
ikke star i kg — vere karakteriseret ved

(1) fordelingen for kundeankomst,
(2) fordelingen for ekspeditionstid, samt
(3) antallet af ekspeditionssteder.

Under visse omstendigheder kan der vare behov for at tilfgje detaljer, saledes
f.eks. om gvre grense for kgens stgrrelse, men de tre nevnte forhold giver den
grundleggende beskrivelse af det system, man har med at ggre.

Denne made at beskrive forskellige kgtyper pa blev indfgrt af statistikeren
D.G. Kendall (1953), der ogsa lancerede en standardnotation, som er i almindelig
brug. Fgrst noterer vi os, at der er visse typer af fordelinger, som optreder tiere
end andre i kgmodeller (blandt andet fordi de har en naturlig baggrund i fenomener
omkring stokastiske ankomster). Det drejer sig om

Eksponentialfordelingen M med tethedsfunktion
f(x) = l(3_‘75/‘4 x>0
A T

(bogstavet M som forkortet betegnelse skyldes at fordelingen is@r har vundet indpas
efter en rekke arbejder af A Markov),

Erlang fordelingen med parameter k(E}) har tethedsfunktion

bk+1$k€_bx

fla) = —

x>0
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har to parametre (hvoraf kun k£ fremhaves explicit) med eksponentialfordelingens
ene; fordelingen blev introduceret af den danske statistiker A .K.Erlang (ham vender
vi tilbage til senere 1 kapitlet).

Deterministisk fordeling — betegnet D — har ikke nogen (s@dvanlig) tethedsfunk-
tion, men fordelingsfunktionen er

0 z<a
F(x):{l T > a.

Generel (dvs. uspecificeret) fordeling betegnes med G.

Vi kan nu kort skrive en kg op som - /- /-, hvor der pa fgrste plads star symbol for
kundeankomstfordeling, pa anden symbolet for betjeningsfordeling, og pa sidste
plads antal skranker. For eksempel er M/E} /7 det kgsystem, hvor kundernes
ankomst er eksponentialfordelt, deres betjening Erlang-£-fordelt, og der er 7 luger
til betjening.

2. Little’s s@tning

Der er ikke mange generelle resultater om k@systemer; sa meget mere pusler man
om det, der findes. Blandt de mest prominente er den sakaldte Little’s s@tning,
der har varet folklore blandt kgteoretikere meget l&nge, men som f@rste gang blev
bevist af Little 1 1951.

Little’s s&tning giver en sammenha&ng mellem nogle basale variable, der
beskriver forholdene i et kgsystem. Hvis vi lader L vere det gennemsnitlige antal
kunder i systemet (der altsd enten star i kg eller betjenes), A den gennemsnitlige
ankomstrate til systemet (nyankomne kunder pr. tidsenhed), og bruger W for den
gennemsnitlige ventetid i systemet, siger s@tningen, at

L =\W.

Et intuitivt argument for Little’s s@tning er som fglger: Valg et tilpas stort 7' og
lad A(T) vare antal ankomster indtil tidspunkt 7", B(T") den samlede ventetid i
systemet prasteret af disse ankomne kunder. Man kan fa en intuitiv fornemmelse
for A(T) og B(T') ved at se pé figur 1, hvor den gverste kurve angiver samlet tilgang
af kunder over tid, altsa A(T"), mens den nederste angiver samlet afgang af kunder.
B(T) er arealet mellem kurverne op til T'; igvrigt kan figuren ogsé bruges til at
aflese antal kunder i systemet pa et givet tidspunkt ¢ (den lodrette afstand mellem
kurverne) og ventetiden for hver given kunde (vandret afstand).
Vi definerer nu
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antal 4 ankomst

kunder
—

— ;

T otid

afgang

Figur 1

hvor disse stgrrelser har den oplagte fortolkning som gennemsnit op til tidspunkt
T. Der galder

L) = 2 = SRR = wana),

og hvis vi antager at stgrrelserne A\(7"), W(T') og L(T') gar mod A, W og L for
T — o0, har vi det gnskede resultat.

3. Analyse af en kg; kgens tilstand

Vi kan nu géd i gang med den detaljerede analyse af en kg; forelgbig starter vi
generelt ud, hvilket med notationen fra forrige afsnit vil sige, at vi beskaftiger os
med kgen G /G/k; vi vil dog ikke her i starten ggre noget specielt ud af, at der er
mange betjeningssteder, sa vi antager k = 1.

De fe&nomener i forbindelse med kgen, som har vor specielle interesse, er —
som ovenfor anfgrt — hvor mange kunder der gennemsnitligt befinder sig i kgen, og
hvor lenge den enkelte kunde typisk skal vente (hvad der jo er forskellige aspekter
af den samme sag). Vi har nu taget hgjde for den stokastiske karakter af vor kg ved
at tilfgje udtryk som “gennemsnitlig” og “typisk”. Sddanne udtryk kan naturligvis
ggres praecise: Hvad vi leder efter, er middelveerdien af antal kunder og af ventetid.

Disse ting kan vi imidlertid ikke finde uden videre; ihvertfald skal vi fgrst
have passende fordelinger at tage middelvardier af. Her er det praktisk at indfgre
en slags hjelpevariabel, som vi vil kalde systemets tilstand. Hvad der n®rmere
skal forstas herved, gemmer vi et gjeblik, men formélet med tilstandsbeskrivelsen
af systemet er, at vi med kendskab til systemets tilstand pa tidspunkt ¢ skal kunne
forudsige hele den fremtidige udvikling lige s godt som hvis vi havde kendskab
til hele forhistorien op til tidspunkt ¢. Tilstanden er altsd en opsummering af kgens
forhistorie, detaljeret nok til, at ingen vesentlig information er gaet tabt.

277



For at finde ud af, hvad der ihvertfald ma indga i beskrivelsen af systemtes
tilstand, vil vi starte med at antage, at vi allerede har en sadan beskrivelse. Vi
indfgrer nu notationen

P,(s) = sandsynligheden for at kgen er i tilstand s pa tidspunkt ¢,

T:(s,s’,a) = sandsynligheden for at flytte sig fra tilstand s til tilstand s’ i
tidsintervallet fra ¢ til ¢ + a,

(hvor disse sandsynligheder er tetheder medmindre tilstandsrummet er diskret).
Sammenh@ngen mellem disse er den oplagte, nemlig

P, (s) = Z P(s)Ty(s, s, a)

sES

(hvor vi igen skal erstatte > med | hvis s varierer kontinuert). Ved hjelp af
dette udtryk kan vi relatere sandsynlighedsfordelingen over tilstande pa et givet
tidspunkt til fordelingen pa et andet tidspunkt. Det afggrende led her er naturligvis
overgangssandsynlighederne T;(s, s, a). Disse ma ngdvendigvis have noget at ggre
med ankomster og afgang fra kgen i intervallet fra ¢ til £ + a.

Hvad angér ankomster, sa skal vi her se neermere pa vor fgrste sandsynligheds-
fordeling (den som angiver sandsynligheden (eller rettere: teetheden)) f(¢') for at
der gér netop tiden ¢’ inden der kommer en kunde. For smai intervaller (altsa lille
a) skrevet som At har vi, at sandsynligheden for en ankomst i intervallet ¢t + At,
givet at der ikke er kommet nogen for t, er

p(t, At) = %,

hvor F(t) = fot f(u)du er den kumulerede sandsynlighedsfordeling. Vi ser, at
p(t, At) afheenger af t, sa for at beskrive kgens tilstand udtgmmende ma vi kende
dette tidspunkt.

I relation til det konkrete problem — kundeankomster — betyder det, at vi ma
vide, hvor lang tid der er gaet, siden sidste kunde ankom (og vi dermed nulstillede
vor registrering af naste kundeankomst). Et helt tilsvarende problem opstar, nar vi
gér over til at se pa afgang fra kgen. 1 vor diskussion her vil vi antage, at kunderne
kun gar fordi de er blevet betjent (altsa ikke fordi de er blevet pas pa at vente). Nar
vi ser pa kgen pa tidspunkt ¢, er en bestemt kunde under betjening. Der er givet
en sandsynlighedsfordeling (med tethed g(¢')) for at betjeningen tager ¢’; der er
imidlertid allerede giet en vis periode ¢,0g med samme argumentation som tidligere
ser vi, at sandsynligheden for, at betjeningen afsluttes i Igbet af intervallet fra ¢ til
t + a ath@nger af, hvor lenge kunden allerede var betjent i forvejen.

Ud af disse overvejelser har vi da, at systembeskrivelsen (i vor k¢ med kun en
luge) ma indeholde
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1. Kgens l&ngde,
2. Den tid, som er gaet siden sidste kundes ankomst.
3. Varigheden af de betjening, der er igang pa det pagaldende tidspunkt.

Ietkgsystem med flere luger skal pkt. 3 modificeres, idet vi nu ma holde kontrol med
varigheden af samtlige igangverende ekspeditioner. Det skal vi ikke g& n@rmere
ind pa.

Med vor tilstandsbeskrivelse afklaret har vi nu alle ingredienser til at behandle
kgsystemer 1 detaljer. Der er blot den hage ved sagen, at de fleste systemer —
naturligvis athengig af specifikationen — er s& komplicerede, at det ikke er muligt
at finde eksplicite udtryk for de gnskede stgrrelser. Vi skal derfor ngjes med et
serligt simpelt specialtilfelde, der ikke udmerker sig ved at vere specielt udbredt
1 praksis, men hvor det dog er muligt at gennemfgre den regnetekniske side af
sagen. Den videre analyse — med mere interessante fordelinger — ma man sa finde
1 speciallitteraturen.

4. Kgen M/M/1

I det specielle tilfelde, hvor savel kundeankomst som kundebetjening er ekspo-
nentialfordelt (ikke ngdvendigvis med samme parameter), bliver den generelle til-
standsbeskrivelse en del simplere. Det h&nger sammen med, at den betingede
fordeling for naste h@ndelse (ankomst af kunde, ferdigggrelse af betjening) givet
at der er gaet tiden ¢ siden sidste begivenhed, ikke afhenger af t. Med notationen
fra sidste afsnit har vi nemlig, at

fOAL 1 e /ANt

p(t, At) = 1-F(t) T A e t/A

idet
N
F(t):/0 Ze_zdtzl—e_

For At — 0 fér vi, at p(t, At) /At gar mod

e

L%

A

hvilket netop er taztheden for eksponentialfordelingen for fgrste kundeankomst
efter tidspunkt ¢ (ovenikgbet med samme parameter A.) Konsekvensen er, at det
ikke leengere er ngdvendigt at holde styr pa sidste kundeankomst og start af sidste
betjening. Da tilstandsbeskrivelsen hermed bliver langt simplere, ma det forventes
at vere tilsvarende nemmere at na konkrete resultater, og det viser sig da ogsé at
holde stik.
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Lad os fgrst indfgre parameteren A\ = 1/A, som er kundernes ankomst-
hastighed (det er den inverse til middelverdien af den stokastiske variable “na&ste
ankomst af en kunde”, som er A, og tilsvarende for betjeningsfordelingen g(x) =

s~le=*/s hvor vi indfgrer parameteren 1 = 1 /s, hvor s er middelverdien i

fordelingen. Vi kalder p for betjeningshastigheden.

Da tilstanden er fuldt beskrevet ved antal ventende kunder, kan vi ngjes med at
beskrive systemet ved P; (i), sandsynligheden for, at der er netop 7 kunder i systemet
pé tidspunkt ¢. Vi ser som tidligere pa et lille interval At fra t og fremefter, og vi
har da

Py A1(0) = P;(0) x (sandsynligheden for ingen handelse i intervallet At)
+ P,(1) x (sandsynligheden for at en betjening fuldfgres i At)
+ P,(2) x (sandsynligheden for at to betjeninger fuldfgres i /At)

+ ...

Vi kan her tillade os at se bort fra hgjere led; nar At gar mod 0, vil leddet i tredie
linie g& mod 0 lige s& hurtigt som (At)?2, og generelt kan vi derfor skrive

idet sandsynligheden for en eksponentialfordelt handelse i det lille interval At
netop er AAt, resp. u/At. Pa helt tilsvarende made kan vi skrive

Piyai(j) = Pi(j) x (sandsynligheden for ingen haendelse)
+ P;(j — 1) x (sandsynligheden for en ankomst i /A\t)
+ P;(j + 1) x (sandsynligheden for en fuldfgrt betjening i AA\;)

+ led som indeholder flere begivenheder i intervallet,

og dette kan tilsvarende omformes til

Prini(j) =R(5)(1 = AAD) (1 — pAt)
+ Pi(j — DAAL+ Pi(§ + Dpdt + O(At)?,

for j =1,2,3,... Ved at flytte rundt fér vi ligningssystemet
(Pry2t(0) = P(0)) /At = pPi(1) — AP(0) + O(AY),
(Pegnt(d) — P(5))/ Ot = AP (j — 1) + pP(j + 1)
—(A+ W P(j) + O(dt),j =1,2,3,...,
og for At — 0 bliver det til systemet af differentialligninger

d
- Pi(0) = uP(1) = AP(0)
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d_ . . . L
5 P0) = AR = 1)+ pP(j +1) = A+ w)P(5), ] = 1,23,

Herer der uheldigvis mere end endelig mange ligninger, med det udelukker dog ikke,
at man kan finde en lgsning, dvs. en familie { P;(j)|j = 1,2, 3, ...} af funktioner
af ¢, som opfylder ligningerne. Det kan vises at Igsningen har formen

Pi(j) = P; +ZAj,k€_ckt,j =1,2,3,...,
k=1

hvor P;, A, i, og ci, er konstanter. Det har vi nu ikke sd meget brug for at vide, for
vi skal interessere os mere for den langsigtede udvikling af kgsystemet.

Ideen her er, at sandsynlighederne for at systemet pa tidspunkt ¢ befinder sig
i den ene eller den anden tilstand (stadigvek fuldt ud karakteriseret ved antallet
af kunder i systemet, dvs. tallet j), for ¢ — oo vil gd mod en granse. Man siger,
at systemet vil bevaege sig mod en steady state. Eksistensen af en sadan kan
man selvfglgelig ikke vaere sikker pad fra starten, dvs. uden at kende systemets
sandsynlighedsfordelinger. 1 vort tilfelde kan vi se af de generelle Igsninger
ovenfor, at den tidsathangige del bliver mindre og mindre for voksende ¢, séledes
at P;(j) for store ¢ er bestemt alene ved det fgrste konstantled ;. Man kunne ogsé
argumentere sig frem til eksistensen af en graeense pa anden made.

Hvorom alting er, sd snart vi ved, at der findes en grense P(j),j =
1,2,3,..., kan vi pé ret simpel made finde et udtryk for den. Vi har nemlig
fra differentialligningssystemet ovenfor (hvor vi lader ¢ g mod uendelig) at der mé
gelde

uP(1) —AP(0) =0

AP(j=1)+pP(G+1) —(A+p)P() =0,7=1,2,3,...,

hvoraf vi far, at der gelder
uP(j)=AP(j—1),7=1,23,...,

sdat P(j) = (3)P(j — 1) = (3)7P(0),5 = 1,2,3,.... Vi kan finde P(0) fra
betingelsen

3 ) = _Ooéj ——P(O) vora = _i
;P(J)—l—jgo(u) P(0) = =57 hvoraf P(0) =12,

for (%) < 1 (idet vi har brugt summeformlen for en uendelig kvotientreekke).
Bemark, at hvis denne betingelse ikke er opfyldt, da giver tallene P(j),j =
0,1,2,..., ikke mening som en sandsynlighedsfordeling. Det er heller ikke sa
merkeligt, for hvis A > p er kundehastigheden stgrre end betjeningshastigheden,
og hele systemet vil blive overbelastet. At der heller ikke er nogen steady state for
A = u er maske mindre oplagt, men det kan vi altsa se af det foregaende.
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Lad os se lidt n@rmere pé resultaterne for vor steady state (altsd i tilfeeldet
A < ). Vikan for det farste se, at sandsynligheden for, at der ekspederes en kunde
— eller, om man vil, den del af den samlede tid, hvor betjeningen er aktiv — vil vere

1—P(0) = é
0
I denne del af tiden vil der vere en eller flere kunder i systemet; vi har dermed ogsa,
at sandsynligheden for, at en kunde kommer til at vente, er \/ .

Hvor lenge en kunde kommer til at vente i kgen, afh@nger naturligvis af,
hvor mange der er i den i forvejen. Hvis der ikke er nogen, vil kundens ophold i
systemet vare det samme som betjeningstiden, der var eksponentialfordelt. Hvis
der imidlertid allerede star 5 kunder (hvoraf den fgrste betjenes og de andre venter
pa at komme til) kan vi skrive ventetiden som

Wj:T1+82+$3+...+8j

hvor r; er den resterende betjeningstid for kunde 1 og s; er betjeningstiden for
kunde 7,7 = 2,...,7. Nu sa vi imidlertid ovenfor, at resterende betjeningstid var
fordelt pa ngjagtig samme made som fuld betjeningstid (dette star og falder med,
at vi har eksponentialfordelt betjeningstid), si W; er summen af j uafhengige
eksponentialfordelte variable; det kan vises, at WW; har taetheden

il mt
G—n

og det kan bruges til at finde sandsynligheden for at vente ialt ¢ i kgen; lad
tethedsfunktionen for denne ventetid veere 1 (¢); vi har da

UCEOILCLCRIEEDY e

h(t) =

putj !
=(1- 6“tup

:=(1-—ﬁ06‘“¢up6p“t==up(1——p)€‘““‘p”,

hvor viharsat p = % . Det har specielt interesse at se pa den gennemsnitlige ventetid,
der kan findes som

= _ P
A ﬂv@ﬁ_fl—MM_Kl—m'

Endelig kan vi notere os, at det gennemsnitlige antal kunder i systemet kan findes

sSom
oo

i P
2P0 ==

1=0
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og det gennemsnitlige antal kunder som star i kg (og venter pa at blive betjent), er

> 2

. NP
;(z—l)P(z)— A7)

Vi har dermed et relativt godt detailkendskab til vort k@system, ihvertfald pa
lengere sigt. Her skal det selvfglgelig tages i1 betragtning, at det system, som
vi har studeret, ogsa var s@rdeles simpelt — og nok heller ikke sa realistisk; bag
anvendelsen af eksponentialfordelingen ligger en antagelse om, at sandsynligheden
for ankomst af kunde og afslutning af betjening i et lille interval slet ikke afh@nger
af forhistorien. Det passer givetvis darligt pA mange typer af kgsystemer, specielt
hvad angéar betjeningsdelen. I sadanne tilfelde ma der benyttes andre fordelinger,
og teorien bliver da mere kompliceret.

Videre bgr vi naturligvis udvide analysen til at dekke kgsystemer med flere
betjeningsluger. Her kan der komme en overvejelse ind omkring k¢disciplinen:
Star kunderne i en lang ra&kke, hvorfra man altid kalder den f@rste hen til en ledig
luge (first-come-first-served), eller bruger man andre regler? Endelig burde man
inddrage det forhold, at en kunde, der ankommer og ser den alenlange kg, beslutter
sig for slet ikke at stille sig op 1 den (“balking”). Som man ser, er der emner nok
tilbage, og det er ikke underligt, at litteraturen om kgteori er meget omfattende. Vi
har kun givet en lille smagsprgve.

5. Opgaver

1. For at mindske utilfredsheden hos kunder, der venter pd betjening, har en
pglsemand indfgrt den regel, at hvis der er mere end tre kunder i kg (foruden den
kunde, der aktuelt betjenes), far kunden gratis to ristede med brgd (til kr. 22.50).
Tilbudet gelder 1 frokostperioden fra 11-14, hvor der i gennemsnit kommer en
kunde hvert andet minut, mens betjeningen tager 75 sekunder.

Hvor stor er sandsynligheden pa et givet vilkarligt tidspunkt for at dette tilbud
kommer 1 brug? Angiv forudsatningerne.

6. Litteratur

Kgteori er et omrade af operationsanalysen —og mere generelt, af anvendt matematik
—som vi ikke kan yde tiln@rmelsesvis fuld retferdighed; litteraturen pa omradet er
idag s@rdeles omfattende. Som selvstendig disciplin kan kgteorien fgres tilbage
til arbejder af Erlang (1909) om kgproblemer knyttet telefoncentraler (Erlang var
ansat i KTAS). De matematiske aspekter af kgteorien blev udforsket fra 1930 og
fremefter med blandt andet papirer af Kolmogorov (1931) og Khintchine (1932).
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